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Introduzione

Lo studio delle proprieta di trasporto della materia nucleare ¢ un punto di partenza
necessario per descrivere in maniera quantitativa molte proprieta importanti della ma-
teria ad altissima densita presente all’interno delle stelle di neutroni. Ad esempio, la
conducibilita termica € collegata al tempo di raffreddamento in cui le stelle raggiungono
un equilibrio termico; la wviscosita , come vedremo in dettaglio, contribuisce a smorzare
I'instabilita causata dall’emissione di onde gravitazionali da parte delle stelle; la con-
ducibilita elettrica é rilevante per la dissipazione ohmica dei campi magnetici interni alle
stelle.

Nel 1970 Chandrasekhar scopri che I’emissione di onde gravitazionali da parte di stelle
rotanti poteva causarne l'instabilita [1, 2|. La radiazione gravitazionale (GR) viene emessa
quando una perturbazione, interna o esterna, eccita uno dei modi di oscillazione non ra-
diale propri della stella. Nelle stelle non rotanti I'effetto dell’emissione di GR ¢ dissipativo,
e tende a smorzare le oscillazioni della stella. Nelle stelle rotanti pero la situazione puo
cambiare drasticamente. Sul finire degli anni settanta, Friedman e Schutz [3] provarono
che il fenomeno descritto da Chandrasekhar ¢ tale da rendere instabile qualsiasi stella
rotante composta da materia con le caratteristiche di un fluido perfetto.

Il meccanismo che porta a questa instabilita, chiamata instabilita CFS, puo essere
illustrato in modo semplice. Se un modo si propaga in direzione opposta a quella di
rotazione della stella (vista dal sistema di riferimento che ruota insieme al fluido), ’e-

missione di GR ne riduce I'ampiezza in modo tale da conservare il momento angolare,
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Figura 1: Rappresentazione schematica di un modo di oscillazione (linea continua) che
ruota in direzione opposta a quella della stella (linea tratteggiata). Se forzato a ruotare
solidalmente con essa il modo é reso instabile dall’emissione di radiazione gravitazionale.

(Fig.1). Se pero la stella ruota abbastanza rapidamente, i modi, per effetto del trasci-
namento, possono essere forzati a muovere nella stessa direzione di rotazione della stella.
In questo caso la conservazione del momento angolare richiede che 'ampiezza del modo
aumenti, innescando cosi 'instabilita.

Negli ultimi anni, numerosi studi hanno avuto per oggetto I'instabilita dei cosiddetti
modi r, la cui forza di richiamo ¢ la forza di Coriolis. Andersson [4] e Friedman e Morsink
|5] hanno dimostrato che tutti i modi r sono resi instabili dall’emissione di GR in tutte
le stelle rotanti composte da fluidi ideali; inoltre Lindblom, Owen e Morsink [6] hanno
dimostrato che questo tipo di instabilita puo essere abbastanza forte da dominare i processi
dissipativi, anche per stelle lentamente rotanti.

I processi dissipativi interni alle stelle, come la viscosita, tendono a smorzare, e al
limite sopprimere totalmente, i modi che possono divenire instabili a causa dell’emissione
di GR. Per esempio, la viscosita attenua le perturbazioni che producono grandi gradienti
di velocita in un fluido. Di conseguenza, la conoscenza della viscosita € un elemento
essenziale per lo studio della stabilita delle stelle rotanti.

Il formalismo che permette di calcolare il primo coefficiente di viscosita (o viscosita

di superficie) della materia composta da neutroni, protoni ed elettroni, & stato sviluppato



Introduzione 3

negli anni settanta da Flowers e Itoh [8]. Nel loro approccio, basato sulla teoria di Landau
dei liquidi di Fermi normali, la probabilita di diffusione nucleone-nucleone dovuta alle in-
terazioni forti ¢ modellata usando le sezioni d’urto misurate nel vuoto, e quindi ignorando
le modificazioni dovute alla presenza del mezzo nucleare.

Recentemente, Benhar e Valli [10] hanno proposto un approccio in cui gli effetti del
mezzo nucleare sono inclusi tramite un potenziale effettivo, dipendente dalla densita, ot-
tenuto utilizzando il formalismo della teoria a molti corpi nucleare [9, 10]|. L’applicazione
di questo schema alla materia di neutroni pura ha mostrato che gli effetti trascurati
nei lavori preesistenti [8, 11] sono molto importanti. La riduzione della sezione d’urto
neutrone-neutrone nel mezzo nucleare, causata dall’effetto di schermo dovuto alle corre-
lazioni dinamiche tra le particelle, provoca un aumento della viscosita che raggiunge quasi
un ordine di grandezza a densita pari al doppio della densita centrale dei nuclei atomici.

Con questa Tesi c¢i proponiamo di ampliare lo studio descritto in [10], analizzando la
viscosita di un modello maggiormente realistico della materia delle stelle di neutroni. C’é
infatti un ampio consenso sul fatto che, eccetto che per la crosta ed eventualmente il core
pitt interno, una stella di neutroni sia costituita da un fluido uniforme e quasi degenere
di neutroni, protoni ed elettroni, con la possibile aggiunta di una piccola percentuale di
muoni, che pero nel nostro studio trascureremo. A densita barionica fissata, la quantita
di protoni ed elettroni presenti ¢ determinata dalle condizioni che la materia sia elettri-
camente neutra e stabile rispetto ai processi di decadimento beta del neutrone e cattura
elettronica, indotti dalle interazioni deboli.

Per analizzare le proprieta di trasporto del sistema che ci interessa ci siamo serviti della
Teoria di Landau, che permette di descrivere le proprieta di liquidi composti di fermioni
interagenti a basse temperature. La stella puo essere infatti considerata a temperatura
quasi nulla, poiché la sua temperatura interna stimata ¢ ~ 10° K, ovvero dell’ordine di 100

KeV, mentre 'energia cinetica di Fermi di un nucleone alla densita di equilibrio della ma-
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teria nucleare ¢ pari a ~ 20 MeV. La Teoria di Landau si puo quindi applicare in maniera,
diretta alla materia nucleare per ottenerne le proprieta di trasporto come la viscosita, il
cui calcolo é I'obiettivo del nostro lavoro. Per effettuare questo studio bisogna necessa-
riamente disporre di un modello dinamico che descriva come interagiscono le famiglie di
particelle componenti la materia, in quanto nell’equazione del trasporto di Boltzmann, che
ne descrive le distribuzioni nello spazio delle fasi, compaiono le probabilita di collisione
fra le particelle stesse. Come abbiamo gia anticipato, per descrivere I'interazione nucleare
utilizzeremo un potenziale effettivo [9, 10], che tiene conto degli effetti del mezzo nucleare.

La Tesi é strutturata nel modo seguente.

Nel Capitolo 1 vengono descritte sommariamente le caratteristiche della struttura delle
stelle di neutroni.

La prima parte del Capitolo 2 é dedicata alla descrizione delle proprieta della materia
nucleare e delle interazioni tra i suoi costituenti, alla quale segue una breve introduzione al
formalismo delle funzioni d’onda correlate e delle espansioni in clusters, che rappresentano
gli elementi necessari per la costruzione del potenziale effettivo.

Nel Capitolo 3 viene introdotta la teoria di Landau dei liquidi di Fermi normali e la sua
applicazione al calcolo delle proprieta di trasporto, dovuta ad Abrikosov e Khalatnikov.

Nel Capitolo 4 presentiamo i dettagli del calcolo della viscosita di superficie della
materia nucleare (-stabile ed i risultati dei calcoli numerici effettuati.

L’Appendice A raccoglie alcune relazioni cinematiche usate nei calcoli.

L’Appendice B descrive la relazione tra la probabilita di scattering delle quasiparticelle
e la sezione d’'urto calcolata nel sistema del centro di massa.

L’Appendice C contiene i dettagli del calcolo della sezione d’urto nucleone-nucleone.

A meno di esplicita menzione contraria, nella Tesi abbiamo utilizzato un sistema di
unita di misura in cui h = h/2r = ¢ = Kp = 1, dove h ¢ la costante di Planck, ¢ é la

velocita della luce e Kg ¢ la costante di Boltzmann.



Capitolo 1

Stelle di1 neutroni

Tutte le stelle presenti in natura seguono un processo evolutivo che dipende da alcune
proprieta intrinseche, fra cui la massa iniziale, la densita e la temperatura. Le stelle
di neutroni sono uno dei possibili stati finali della vita delle stelle [12, 13]. Esse sono
simili a giganteschi nuclei atomici, ad altissima densita, costituiti quasi esclusivamente
di neutroni, e, almeno in linea di principio, possono essere considerate come degli ottimi
laboratori ideali per lo studio di un gran numero di processi fisici non osservabili sulla

terra in condizioni normali.

1.1 Formazione delle stelle di neutroni

Sotto l'azione della forza di gravita le nubi di gas interstellare, formate per lo piu
da idrogeno molecolare, tendono a collassare dando inizio al processo di formazione delle
stelle. Il collasso graduale aumenta la temperatura della stella, che sviluppa una pressione
termica tale da bilanciare la contrazione gravitazionale. La temperatura del core della
stella aumenta cosi fino al punto di innesco della fusione nucleare dell’idrogeno in elio.

Quando tutto l'idrogeno disponibile per la fusione nucleare viene esaurito la con-
trazione dovuta alle forze gravitazionali riprende. Nel core della stella si susseguono

reazioni esotermiche di fusione dell’elio in carbonio e successivamente in ossigeno.
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A questo punto si hanno due possibili esiti nell’evoluzione della stella: il primo é la
formazione di una nana bianca, mentre il secondo ¢ la formazione di una stella di neutroni
o di un buco nero.

Nel primo caso, essendo la massa iniziale della stella relativamente piccola (M < 4Mg,
dove M, ¢ la massa del Sole, pari a 1.989 x 10%* g), le reazioni di fusione nucleare si
arrestano, lo strato esterno é instabile e il core collassa. Le nane bianche sono stelle
di densita ~ 3 x 10° g/cm? e raggio ~ 2 x 10> Km. La loro stabilita ¢ determinata dal
bilanciamento fra le forze di contrazione gravitazionale e la forte pressione di degenerazione
degli elettroni relativistici. Nel 1931 Chandrasekhar ha dimostrato 'esistenza di una
massa limite, M. = 1.44 M, oltre la quale le nane bianche divengono instabili rispetto
al collasso gravitazionale.

All’interno di stelle la cui massa iniziale ¢ maggiore di 4M si raggiungono invece
temperature sufficientemente alte da portare il processo di nucleosintesi fino allo stadio
finale, cioé alla creazione di un core di ferro, il nucleo piu stabile esistente in natura.
La gravita fa collassare il core, rendendo gli elettroni relativistici, tuttavia la pressione di
degenerazione cresce meno rapidamente di quella gravitazionale. In questa fase si ha anche
creazione di numerosi neutrini dovuta a processi f-inversi e fotoproduzione (y — vv).

Oltre all’azione delle forze gravitazionali, altri processi giocano un ruolo fondamentale
nella contrazione della stella: la neutronizzazione, cioé la cattura elettronica da parte
dei protoni, con la conseguente scomparsa di elettroni attivi nella rigenerazione della
pressione di degenerazione e la comparsa di nuclei sempre pia ricchi di neutroni, e la
fotodisintegrazione del ferro, che essendo una reazione endotermica favorisce ulteriormente
la contrazione della stella.

Quando la massa del core supera il limite di Chandrasekhar, il core collassa in un
tempo dell’ordine della frazione di secondi, fino a raggiungere la densita tipica dei nuclei

atomici. A questo punto esso si comporta come un nucleo atomico di dimensioni gigan-
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tesche, composto quasi esclusivamente di neutroni, che resiste all’'ulteriore compressione
producendo una violenta onda d’urto elastica. La supernova che origina da questa es-
plosione ¢ una stella la cui luminosita supera quella solare di un fattore ~ 10°, per poi
diminuire nuovamente a un fattore ~ 10? in qualche mese. Abbiamo quindi a che fare con
una nube di gas prodotta nell’esplosione, una nebulosa, al cui centro si trova ci6 che resta,
una stella di neutroni. Se al contrario I’esplosione fallisce, la stella collassa ulteriormente
dando vita a un buco nero.

Gia due anni dopo la scoperta del neutrone, dovuta a Chadwick nel 1932, Baade e
Zwicky suggerirono la possibilita che una stella compatta costituita da questo nuovo tipo
di particella potesse trovarsi nei resti dell’esplosione di una supernova. La loro ipotesi era
basata sulla convinzione che 'unico meccanismo in grado di produrre esplosioni stellari
visibili per settimane, capaci di proiettare nello spazio una quantita di materia pari a
molte masse solari a velocita di migliaia di chilometri al secondo, fosse il collasso del
nucleo centrale di una stella di massa sufficientemente elevata.

Molti anni prima della scoperta delle pulsars, Oppenheimer, Volkoff e Tolman |14, 15],
stimolati dall’ipotesi di Baade e Zwicky, hanno effettuato il primo calcolo delle proprieta
di equilibrio di una stella di neutroni nell’ambito della teoria delle relativita generale. I
risultati di questo studio hanno dimostrato che la massa di una stella formata da neu-
troni non interagenti non puo superare il valore ~ 0.8My. Questo valore della massa
¢ pero incompatibile con quello ottenuto dalle misure sperimentali, ~ 1.4 M®. Questa
discrepanza puo essere spiegata solo dalla presenza di una pressione di origine dinamica,
dovuta alle interazioni forti fra i nucleoni.

Dovettero comunque passare 34 anni dalla formulazione dell’ipotesi di Baade e Zwicky,
prima che Hewish e la sua studentessa Bell [16] intercettassero da Cambridge le prime
pulsars, cioé sorgenti di onde radio periodiche di eccezionale regolarita, posizionate fuori

dal sistema solare. Questi sistemi furono subito identificati come stelle di neutroni in
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rapidissima rotazione che emettono fasci di onde radio dai poli magnetici. La prima
evidenza della connesione tra pulsars e supernovae venne poco dopo, dalla scoperta di
due pulsars, posizionate tra i resti della supernova Vela e al centro della nebulosa del
Granchio. Nel corso degli anni ’70 furono scoperte circa altre 250 pulsars, e oggi se ne
conoscono circa 1100.

Le osservazioni astronomiche ci dicono che le stelle di neutroni possiedono una massa
di poco maggiore della massa del Sole contenuta all’interno di un volume di raggio di circa
10 Km. In queste condizioni la densita della materia ¢ paragonabile a quella dei nuclei

3

atomici, cioé dell’ordine di 10'* g/cm?, ovvero 100 milioni di tonnellate per centimetro

cubo.

1.2 Struttura delle stelle di neutroni

Come abbiamo gia detto, la materia all’interno delle stelle di neutroni puo essere
considerata a temperatura nulla perché, a temperature ~ 10° K ~ 100 KeV e densita
~ 10 g/cm?, 'energia termica ¢ molto minore dell’energia cinetica di Fermi dei nucleoni
(~ 10 MeV). Inoltre la materia ¢ considerata trasparente ai neutrini perché il cammino
libero medio dei neutrini che si ottiene dai calcoli teorici ¢ molto maggiore del raggio
tipico di una stella di neutroni (~10Km).

Possiamo rappresentare schematicamente la struttura interna di una stella come in
Fig. 1.1. Descriveremo ora brevemente la struttura della materia presente nei diversi
strati che si succedono muovendosi dall’esterno, cioé dalla regione a densita piu bassa,

verso il centro.

e crosta esterna ha uno spessore di ~ 0.3Km e una densita che varia tra un valore
superficiale p ~ 107g/cm? fino a p ~ 4 x 10! g/cm?, all’interfaccia con la crosta
interna; in questa regione la materia ¢ costituita da un reticolo di nuclei atomici im-

mersi in un gas di elettroni. E in questo strato della stella che avviene il fenomeno
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inner crust (~ 0.5 Km) outer crust (~ 0.3 Km)
nuclei + n + e nuclei + e

uniform nuclear matter
n+p+e +u

p=2x10" g/cm?® E

p=4x10" g/cm?® R ~ 10 Km I

Figura 1.1: Struttura interna di una stella di neutroni.

della neutronizzazione. Al crescere della densita cresce il potenziale chimico degli
elettroni, e quindi il processo di cattura elettronica puo diventare energeticamente
favorito. Il risultato é la presenza di nuclei sempre pitd ricchi in neutroni. La neu-
tronizzazione si arresta quando non ci sono piu stati di energia negativa disponibili
all’interno dei nuclei, e i neutroni cominciano ad occupare stati di energia positiva,
dando luogo al fenomeno del neutron drip. La densita alla quale si manifesta il

neutron drip segna il confine fra crosta esterna e crosta interna;

e crosta interna ha uno spessore di ~ 0.5 Km e una densita che varia fra i valori
p~4x10" g/cm?® e p ~ 1.4 x 10" g/cm?. In questa regione la materia ¢ costituita
da nuclei atomici ricchi di neutroni, immersi in un gas di elettroni e neutroni. Per
densita p < 4 x 10'? g/cm? la pressione ¢ dovuta principalmente al gas di elettroni,

mentre per densita p > 4 x 10?2 g/cm?® i neutroni danno il contributo maggiore.
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Nella crosta interna la materia si presenta in due stati di aggregazione: uno partico-
larmente ricco di protoni chiamato Proton Rich Matter (PRM) e 'altro che consiste
invece di un gas di neutroni, chiamato appunto Neutron Gas (NG). In entrambe le
fasi ¢ sempre presente il gas di elettroni, che garantisce la neutralita elettrica della
materia. Per densita 4 x 10! g/cm?®< p < 0.35p0, dove con py ci riferiamo alla den-
sita centrale tipica di un nulceo atomico, pari a 2.7 x 101 g/cm3, lo stato di minima
energia é costituito da ammassi sferici di nuclei, ovvero sferette di PRM, circondati
da un gas di elettroni e neutroni; al crescere della densita, per 0.35py < p < 0.5p¢,
queste sferette si fondono a formare barre sottili e, successivamente a formare strati
di PRM che si alternano a strati di NG, per densita 0.5py < p < 0.56py. La comparsa
di queste strutture é dovuta al complicato meccanismo di equilibrio tra interazioni

nucleari, di volume e di superficie, ed elettrostatiche;

core esterno per p > 0.56py non si ha piu separazione fra i due diversi stati della
materia, PRM e NG, e lo stato fondamentale si presenta come un fluido omogeneo
di neutroni, protoni ed elettroni in equilibrio rispetto al decadimento beta e alla
cattura elettronica. Per densita sufficientemente elevate il potenziale chimico degli
elettroni puo superare la massa a riposo del muone (m, = 105 MeV) rendendo
quindi energeticamente favorita la creazione di muoni. Lo stato fondamentale della
materia consite quindi di un fluido omogeneo di neutroni, protoni, elettroni e muoni.
Il numero dei leptoni ¢ ovviamente quello necessario per mantenere la neutralita
elettrica. Il rapporto fra il numero di particelle cariche e i neutroni ¢ < 10%, e
quindi la pressione interna ¢ dovuta in gran parte ai neutroni. Come abbiamo gia
detto, questa pressione ¢ di natura dinamica e origina dall’interazione forte fra i

neutroni, caratterizzata da forze molto repulsive a corto raggio.

e core interno nella parte pit interna della stella la densita raggiunge valori molto
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maggiori di quella tipica dei nuclei atomici. Non appena i potenziali chimici di
neutrone ed elettrone raggiungono valori pari alla massa a riposo di adroni pitt pe-
santi, come la ¥~ (Mg- = 1197 MeV), cioé per densita dell’ordine di ~ 2py, la
produzione di queste particelle tramite interazioni deboli dei nucleoni é energetica-
mente favorita. Si possono inoltre verificare transizioni a stati eccitati dei nucleoni,
e il neutrone puo decadere attraverso i processi in cui si formano i mesoni ™ o K, i
quali, essendo bosoni, possono dare luogo ad un condensato di Bose-Einstein. Infine,
si suppone che a densita particolarmente elevate la materia transisca ad uno stato

completamente diverso, in cui i quark che costituiscono gli adroni sono deconfinati.
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Capitolo 2

Materia Nucleare e Forze Nucleari

Come abbiamo precedentemente accennato, l'interazione forte fra i nucleoni gioca un
ruolo fondamentale nel determinare la struttura delle stelle di neutroni. Il nostro studio
verte in particolare sulla zona del core esterno della stella, in cui la materia si presenta
come un fluido omogeneo di neutroni, protoni ed elettroni, con la possibile aggiunta di
una piccola percentuale di muoni, che noi per6 trascureremo. Ci proponiamo di studiare
la dinamica della materia nucleare uniforme e in equilibrio rispetto al decadimento (.
Per effettuare uno studio di questo tipo é ovviamente necessario descrivere le interazioni
fra le varie famiglie di particelle. In questo Capitolo ci occupiamo di definire in maniera
consistente il modello di interazione nucleare che abbiamo utilizzato, rimandando ad un

Capitolo successivo la discussione delle interazioni di tipo elettromagnetico.

2.1 Proprieta empiriche della materia nucleare

La materia nucleare puo essere immaginata come un nucleo di dimensioni gigantesche,
con un certo numero di protoni e neutroni che interagiscono esclusivamente mediante le
forze nucleari. La comprensione quantitativa della struttura e della dinamica della materia
nucleare é indispensabile per poter costruire modelli realistici della materia all’interno delle

stelle di neutroni.
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Figura 2.1: Pannello superiore: Dipendenza dal numero di massa A dell’energia di legame
per nucleone dei nuclei stabili. Pannello inferiore: Dipendenza dal numero di massa A
dei termini di volume (linea continua), superficie (rombi), coulombiano (quadrati), e di
simmetria (croci) dell’Eq.(2.1).

Il gran numero di dati sperimentali ottenuti dalle misure effettuate delle masse nucle-
ari permette di stabilire alcune proprieta empiriche della materia nucleare. L’energia di
legame di nuclei di numero di massa A é definita come la differenza fra la somma delle
masse dei nucleoni costituenti il nucleo e la massa misurata del nucleo stesso. La dipen-
denza dell’energia di legame B(Z, A) dal numero di protoni Z e dal numero di massa A

¢ ben descritta dalla formula semiempirica [17]

72 (A —22)? 1
A ATy A

B(Z,A) =ayA — a, A% — a, (2.1)

I primi due termini sono definiti energia di volume ed energia di superficie e descrivono
il contributo delle interazioni forti, rispettivamente, all’interno del nucleo e sulla sua su-

perficie. Il terzo termine, detto coulombiano tiene conto della repulsione elettrostatica
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presente fra i protoni all’interno del nulceo. Il quarto termine é definito energia di sim-
metria e mostra come i nuclei che presentano numero uguale di neutroni e protoni sono
energeticamente favoriti. L’ultimo termine é detto energia di pairing, e descrive il fat-
to che i nuclei pari-pari, ovvero con numero di neutroni A — Z e numero di protoni Z
entrambi pari, sono piu stabili rispetto ai nuclei pari-dispari e dispari-dispari.

La Fig. 2.1 mostra come per numero di massa A > 12 I’energia di legame per nucleone
di nuclei stabili si attesti intorno al valore ~ 8.5 MeV, fornendoci un valore empirico di
questa energia. Nella parte inferiore della Fig. 2.1 ¢ illustrato ’andamento in funzione
del numero di massa A dei singoli termini che compongono la (2.1).

Il coefficiente del termine lineare in A, ay, che si ottiene nel limite A — oo con
Z = AJ2, rappresenta l'energia di legame della materia nucleare simmetrica (SNM). La
densita di equilibrio della SNM, pg, puo essere dedotta dalla saturazione delle densita
nucleari, misurata dagli esperimenti di diffusione elastica di elettroni, all’aumentare del
numero di massa A, come illustrato in Fig. 2.2.

Le proprieta empiriche della SNM all’equilibrio sono

E
po=0.16 fm™* | 4 = 157 MeV. (2.2)

2.2 Interazione nucleone-nucleone

Basandosi sui dati sperimentali disponibili & possibile fare alcune semplici considera-
zioni sulle proprieta delle forze nucleari.

Per prima cosa, come abbiamo anticipato nella Sezione precedente, si osserva una
saturazione della densita nucleare, illustrata nella Fig.2.2. Questa osservazione suggerisce
che i nucleoni non possano addensarsi oltre un certo limite, per cui l'interazione deve

essere fortemente repulsiva per distanze inferiori a un raggio r., ovvero

v(r) >0 , |r[<r.. (2.3)
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Figura 2.2: Andamento della densita di carica nucleare in funzione della distanza r dal
centro del nucleo per vari valori di numero di massa A.

Inoltre, dal fatto che I'energia di legame rimane pressoché inalterata per tutti i nuclei
con numero atomico A > 12, deduciamo che 'interazione nucleare ha un raggio d’azione

finito, ovvero che

v(r)=0 , |r|>ro. (2.4)

Un’altra osservazione molto importante é quella che i nuclei speculari, cioé quei nuclei
che hanno stesso numero di massa ma carica elettrica che differisce per una unita, hanno
spettri energetici praticamente identici, a meno di piccole correzioni di origine elettroma-
gnetica; questo ci dice che I'interazione nucleare ¢ indipendente dalla carica elettrica. In
realta le caratteristiche dei nuclei speculari sono la manifestazione di una simmetria pit
ampia, quella dello spin isotopico, che permette di descrivere protone e neutrone come due
stati di una stessa particella, il nucleone, caretterizzata dal numero quantico ¢t = 1/2, che
puo essere trattato come un momento angolare quantistico. In questo formalismo, protone
e neutrone corrispondono ai due valori possibili della proiezione di ¢, cioé t3 = +1/2. Una

coppia di due nucleoni ¢ caratterizzata dall’isospin totale 1" e dalla sua proiezione Mry.
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Gli stati possibili, che denotiamo |T', M7), sono

11,1) = Ip,p),
1,0) = j§<|pn>+|np>>,

|1’_1> - |nn>’

0,0) = j§<|pn> ~|np)) - (2.5)

Le interazioni tra i nucleoni godono della proprieta detta invarianza isotopica. Esse
dipendono solo dal valore di T, e non da quello della sua proiezione. Per esempio, le forze
agenti tra due protoni o tra un protone ed un neutrone accoppiati simmetricamente nello
stato |1,0) sono identiche.

Esiste un unico stato legato di due nucleoni, il nucleo di deuterio (*H), o deutone,
formato da un protone e un neutrone con 7' = 0 e spin totale S = 1. Cio implica
che l'interazione nucleare, oltre a dipendere dalla distanza r fra le particelle interagenti
e dall’isospin T, dipende anche da S. Il nucleo di deuterio presenta un momento di
quadrupolo elettrico non nullo, il che dimostra che la sua distribuzione di carica non
ha simmetria sferica. Quindi, I'interazione tra protone e neutrone non € centrale, cioé
dipende anche dall’orientazione della distanza fra le due particelle.

Oltre a conoscere le proprieta del deutone, disponiamo di un esteso database di phase
shifts (recentemente rianalizzati e catalogati dal gruppo di Nijmegen [18|) misurati in
esperimenti di scattering nucleone-nucleone (NN) a energie al di sotto della soglia di
produzione di pioni, che forniscono preziose informazioni complementari sulla natura
dell’interazione nucleare.

La prima descrizione teorica dell’interazione NN fu proposta da Yukawa nel 1935. Egli
ipotizzo che l'interazione avvenisse tramite lo scambio di una particella, la cui massa si

poteva stimare considerando il range d’interazione, rq, secondo la relazione

1
T~ — . 2.6
0o~ (2.6)
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Ponendo 7 ~1 fm si ottiene in questo modo una massa p ~200 MeV (1fm~'=197.3 MeV).
L’ipotesi di Yukawa fu verificata nel 1947, quando fu effettivamente osservata nei raggi
cosmici la presenza di una particella, chiamata poi mesone 7 o pione, la cui massa era pari
a circa 140 MeV. Il pione si presenta in tre stati di carica elettrica, ed é quindi un tripletto
di spin isotopico. Gli esperimenti mostrano che esso & una particella pseudoscalare di spin
0, con parita intrinseca negativa. Per conoscere il potenziale che agisce fra due nucleoni, a
seguito dello scambio di un pione, si deve calcolare 'ampiezza di diffusione NN partendo

dalla lagrangiana di interazione relativistica
Li = —igVys(T- )V (2.7)

e farne poi il limite non relativistico. Nella (2.7), g é una costante di accomppiamento,
U ¢ il campo del nucleone, 7 é 'operatore di spin isotopico e ¢ ¢é definito in termini dei
campi scalari pionici, ovvero ¢y = (7t 4+ 77)/V/2, ¢y = i(nt —77)/V/2 e ¢p3 = 7°.

Si ottiene cosi
vy = S (11-T2)(o1 - V(02 V)

=y e 3T {[071 72) + S (14 i + fzﬂ 6:

— — (o7 - 02)5(3)(r)} : (2.8)

dove x = m,[r|, e

312:;(O’l'r)((jg'r)—<0’1'0'2), (29)

gli operatori o; e T;(i=1,2) descrivono spin e isospin dei due nucleoni e r ¢ la distanza
relativa. Il termine che continene l'operatore Sis tiene conto della natura non centrale
delle forze nucleari.

Il potenziale descritto dalla (2.8) descrive accuratamente solo la parte a lungo raggio

dellinterazione nucleare (|r| > 1.5 fm); per tenere conto anche della parte a medio e
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corto raggio bisogna considerare processi in cui si ha lo scambio di due o piu pioni, o di
particelle adroniche piti pesanti, come i mesoni p e w, inoltre maggiore é la densita della
materia, maggiore € la probabilita che i nucleoni si sovrappongano. In queste condizioni,
I'interazione dovrebbe essere descritta a partire dai gradi di liberta dei costituenti dei
nucleoni stessi, cioé quark e gluoni.

Per descrivere I'interazione NN a tutte le distanze si utilizzano potenziali fenomeno-
logici del tipo:

v(ij) =Y _[vrs(rij) + 051060 (ri;) S12] Pasialloris (2.10)
ST

in cui é chiaramente visibile la dipendenza da spin e isospin, S e T, e la presenza di
termini non centrali. Gli operatori Pag.1 e Ilop, g proiettano sugli stati NN con S e T
definiti. Per grandi valori della distanza interparticellare il potenziale (2.10) si riduce a
quello dell’Eq.(2.8).
Effettuando un cambiamento di base si puo riscrivere il potenziale nucleare secondo
lo sviluppo
v(ij) = zﬁj V™ (r;)050 (2.11)
n=1
dove i sei operatori Oj; sono scelti in maniera da riprodurre tutte le proprieta del deutone

precedentemente descritte, ovvero
057" = [1,(0i- ), Syl @ [1,(1i - 7))] . (2.12)

Per descrivere inoltre lo scattering NN in onda S e P (cioé in stati di momento angolare
pari a, rispettivamente, 0 e 1) é necessario includere due ulteriori operatori dipendenti dal

momento angolare orbitale totale L
O™ =L-S®IL, (1)) . (2.13)

Il potenziale che fornisce la migliore descrizione dei phase shifts del database di Nijmegen,

chiamato potenziale Argonne vig [19], continene il contributo di 18 operatori, che tengono
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Figura 2.3: Dipendenza radiale del potenziale NN che descrive l'interazione fra due nu-
cleoni in uno stato di momento angolare relativo L = 0 e spin e isospin totali S = 0 e
T=1.

conto anche dei piccoli effetti della rottura di simmetria di carica, dovuta alla differenza
di massa tra protone e neutrone e tra pioni neutri e carichi.

Nel nostro lavoro abbiamo utilizzato il potenziale chiamato v, che si ottiene dal poten-
ziale Argonne v1g trascurando tutti gli operatori O;; con n > 8. Questa scelta ¢ giustificata
dai risultati di [10], che hanno evidenziato come i coefficienti di viscosita della materia
neutronica pura calcolati usando i potenziali vg e vig siano molto simili.

L’andamento del potenziale NN in uno stato di momento angolare relativo L = 0 e
spin e isospin totali pari a S=0 e T=1 é mostrato in Fig.2.3. Si osserva chiaramente come
il core repulsivo a corto raggio, causato dallo scambio di mesoni pesanti o a processi che
coinvolgono direttamente i costituenti dei nucleoni, ¢ seguito da una regione intermedia
attrattiva, dovuta in gran parte allo scambio di due pioni; infine, per grandi distanze
interparticellari domina il meccanismo di scambio di un pione.

La presenza del core repulsivo ¢ di fondamentale importanza poiché, come detto

in precedenza, esso gioca un ruolo primario nel determinare la stabilita delle stelle di
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Figura 2.4: Rappresentazione schematica del processo di scambio di due pioni nel-
I'interazione fra tre nucleoni; la linea marcata rappresenta lo stato eccitato di un
nucleone.

neutroni.

I potenziali come Argonne vg riproducono tutte le proprieta osservate degli stati di due
nucleoni, sia legati che di scattering. Essi possono poi essere usati per risolvere ’equazione
di Schrédinger che determina lo stato di un sistema non-relativistico con A > 2. Tuttavia,

. . , - . .
seguendo questa procedura, si scopre che per riprodurre ’energia di legame di un sistema
a tre nucleoni é necessario includere nell’hamiltoniana un potenziale a tre corpi. Questo

viene generalmente scritto nella forma

Vige = Vi + Vi (2.14)

ijk >
dove il primo termine rappresenta il processo di scambio di due pioni mentre il secondo,
repulsivo, é puramente fenomenologico. Il processo dominante nell’interazione fra tre
nucleoni é quello relativo allo scambio di due pioni associato all’eccitazione di un nucleone
nello stato intermedio del processo, come mostrato schematicamente in Fig.2.4.

Per sistemi con A > 3 é ancora possibile ottenere soluzioni dell’equazione di Schrodinger
con approcci stocastici, come i metodi Variational Monte Carlo (VMC) e Green Function
Monte Carlo (GFMC) [20]. Quest’ultimo ¢é stato utilizzato con successo per descrivere lo
stato fondamentale e i primi stati eccitati di sistemi con A < 8. L’ottimo accordo tra i

risultati del metodo GFMC e i dati sperimentali dimostra che I’approccio non-relativistico
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discusso in questo capitolo, in cui la dinamica € determinata dall’analisi delle proprieta

di sistemi di due e tre nucleoni, ha notevole potere predittivo.

2.3 Teoria a molti corpi non relativistica

La teoria nucleare a molti corpi non relativistica (nuclear many-body theory, o NMBT)
fornisce una cornice teorica consistente nell’ambito della quale é possibile descrivere pro-
prieta rilevanti della materia nucleare a partire dal modello dinamico descritto nella
Sezione precedente. L’argomento alla base dell’approssimazione non relativistica, ov-
viamente, si basa sull’osservazione che I’energia tipica di un nucleone alle densita da noi
considerate é di gran lunga minore della massa del nucleone stesso.

Secondo la NMBT la materia nucleare é composta da nucleoni puntiformi, descritti

dall’hamiltoniana
2

p; | &
H:ZQZ > ovi e, (2.15)

=1 <M i

che comprende il termine cinetico, il potenziale a due corpi e possibili potenziali a pit corpi
rappresentati dai puntini di sospensione. Lo studio di questo sistema é molto difficile a
causa della presenza del core fortemente repulsivo del potenziale v;;, che rende I’approccio
di tipo perturbativo molto problematico. Il valore degli elementi di matrice di v;; tra stati
del sistema non interagente risulta infatti essere molto grande, o addirittura divergente.
La strategia utilizzata per aggirare questa difficolta consiste nel sostituire agli stati del
gas di Fermi (FG) dei nuovi stati correlati, che incorporano gli effetti non perturbativi

dovuti al core del potenziale.

2.3.1 Teoria della base correlata

Nella teoria della base correlata (Correlated Basis Function, o CBF) vengono con-

siderati come base per rappresentare il sistema un set di stati che si ottengono dagli stati
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del gas di Fermi (FG) attraverso la trasformazione

F|7’LF(;>

n) = (neG | FTFlneg) /2

(2.16)

L’operatore F, che agendo sullo stato |npg) genera la struttura di correlazione indotta
dall’interazione NN, si scrive nella forma
N
F(,...N)=S8 H fij s (2.17)
j>i=1

dove S ¢ 'operatore di simmetrizzazione che tiene conto del fatto che in generale

[fi fix] # 0 . (2.18)

La struttura delle funzioni di correlazione f;; deve ricalcare quella del potenziale NN. Si

utilizza quindi Pespressione (si confronti con I'Eq.(2.11))
6
fig =22 ["(riy)O; (2.19)
n=1

in cui abbiamo incluso solamente i primi sei operatori descritti nella Sezione precedente,
che come abbiamo gia ricordato sono sufficienti per riprodurre le caratteristiche princi-
pali del deutone. Le parti radiali della funzione di correlazione, cioé le f™(r;;) vengono
calcolate sfruttando il principio variazionale di Ritz, ovvero minimizzando il valor medio

dell’hamiltoniana nello stato fondamentale della base correlata
(H) = (0[H]0) = Ep , (2.20)

imponendo come condizioni al contorno che f* — 0 per » — 0 e che per r — oo solamente
la f!(r) tenda ad uno, mentre tutte le altre si annullino.

Le funzioni radiali ottenute per la materia nucleare simmetrica alla densita di equilibrio
sono mostrate in Fig. 2.5. Si osserva come per piccole distanze r fra i nucleoni interagenti

la funzione di correlazione tenda a diventare molto piccola. In particolare, per coppie con
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Figura 2.5: Potenziale di interazione ANL wv;g (pannello superiore) e funzioni di
correlazione frg (pannello inferiore) in funzione della distanza 7 fra i nucleoni.

spin e isospin totali pari a S = 0 e T" = 0 la funzione si annulla totalmente, poiché il
potenziale corrispondente ha un core repulsivo grande ed esteso. Nel caso in cui S =1
e T' = 0 invece, ovvero nello stato del deutone, la parte repulsiva del potenziale € meno
pronunciata, e seguita da una parte attrattiva. Di conseguenza la funzione di correlazione
tende ad un valore piccolo ma non nullo nell’origine, e supera l'unita a medio raggio.

Si noti che gli stati nella base correlata non sono ortogonali, ma possono essere orto-
gonalizzati tramite una apposita trasformazione [21]. Nella base cosi definita si calcolano

gli elementi della matrice hamiltoniana, convenientemente posta nella forma
H=Hy+H;, (2.21)
dove con Hy e Hj si intendono la parte diagonale e quella non-diagonale, ovvero
(m|Holn) = Omn(m|H]n) ,

(m|Hiln) = (1= 0mn)(m|H|n) , (2.22)
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dove gli |m) sono gli stati della base correlata ortogonalizzati. Se le funzioni di corre-
lazione f;; sono state scelte in maniera opportuna, allora gli stati della base correlata
si sovrappongono largamente con gli autostati dell’hamiltoniana H; ne consegue che gli
elementi di matrice di H; sono piccoli, e quindi lo sviluppo perturbativo di una qualsiasi

osservabile in serie di potenze di H; é convergente.

2.3.2 Formalismo dell’espansione in clusters

A questo punto resta ancora aperto il problema di calcolare gli elementi di matrice di
un operatore a molti corpi fra stati correlati.

L’operatore di correlazione F' definito nella (2.17) é costruito in maniera tale che se un
qualunque sottoinsieme di particelle viene portato a grande distanza dal resto del sistema

esso si fattorizza secondo la
F(1,..;N) = Ep(it, ooy ip) Fn—p(ips1s ooy in) - (2.23)

Questa proprieta é la base del formalismo dell’espansione in clusters [22], che consente di
scrivere gli elementi di matrice di un operatore a molti corpi fra stati correlati come la
somma di termini derivanti da sottosistemi isolati, contenenti un numero sempre crescente
di particelle. Tralasciando la dimostrazione di questo sviluppo, diamo qui solo il risultato
che abbiamo utilizzato, che permette di scrivere il valor medio dell’operatore hamiltoniano

nello stato fondamentale del sistema come
(H) =Ty + (AE)s + (AE)3 + ..... + (AE)yN , (2.24)

dove Ty € lenergia dello stato fondamentale del gas di Fermi e (AFE); rappresenta il
contributo all’energia del cluster di n corpi. Benché il contributo (AE), sia quello
dominante, in generale quello dei clusters con piu di due nucleoni non ¢ trascurabile.
Questi contributi possono essere sommati risolvendo un sistema di equazioni integrali

dette Fermi-Hyper-Netted-Chain (FHNC) [22].
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2.4 Il potenziale effettivo

Definiamo ora un potenziale efficace che agisce fra due nucleoni attraverso la relazione

(si confronti con la (2.24)):

(H) = (0[H[0) ~ To+ (AE)

= (Opc|To + Veg|Opc) - (2.25)

Senza riportare la dimostrazione, presentata in dettaglio in [23] diamo qui la forma esplici-
ta del termine (AFE), che, secondo la (2.25), permette di ottenere il potenziale efficace.
Dalla

(AE)y = A Z (ki kjlver(12) ks, k) g (2.26)

ki k;

<.

dove la somma ¢ estesa agli stati occupati all'interno del mare di Fermi a la notazione

|...)q siriferisce al fatto che lo stato |...) é antisimmetrizzato, segue immediatamente
che
Vi = Svan(if) = X [~ (V) = (V) Vbulii)f] - (220)
1<j 1<j

La (2.27) mostra chiaramente che il potenziale effettivo tiene conto dell’effetto di scher-
mo dell’interazione nuda dovuto alle correlazioni, la cui inclusione tramite le funzioni f;;
da anche origine ad un contributo puramente cinetico. Nel limite di densita nulla, I'in-
terazione effettiva ottenuta dal formalismo CBF si riduce ad un potenziale realistico, il
potenziale Argonne v, che riproduce i dati sul sistema NN.

Il confronto tra il potenziale nudo e quello effettivo, illustrato nella Fig. 2.6, mostra che
quest’ultimo ha un andamento regolare, ed é quindi adeguato per effettuare calcoli di un
gran numero di proprieta della materia nucleare utilizzando la teoria delle perturbazioni

ad ordine basso nella base del FG.
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Figura 2.6: Confronto tra le componenti del potenziale Argonne v§ (linee continue) e il poten-
ziale effettivo definito dalla Eq.(2.27) (rombi), calcolato alla densita di equilibrio della materia
nucleare.
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Dal punto di vista metodologico, il nostro approccio pu6 essere visto come una teoria
effettiva, in quanto € costruito per riprodurre le proprieta empiriche della materia nucleare
ad un ordine basso di un certo schema di approssimazione.

In veg € presente una dipendenza dall’impulso dovuta al secondo termine del membro
destro della (2.27); dai risultati di calcoli numerici questo contributo risulta essere molto
piccolo e lo abbiamo quindi trascurato [10]. Inoltre, nei calcoli della viscosita abbiamo
utilizzato nella (2.27) la sola parte statica del potenziale Argonne v§. Il potenziale effettivo
risultante si puo dunque scrivere nella forma

6
ven(i5) = £ <_nl7,vz (i) £ = > tla(r) 0% - (2.28)
n—

L’inclusione di un termine che descriva l'interazione di tre nucleoni € necessario, oltre
che per ottenere i valori sperimentali delle energie di legame dei sistemi di tre nucleoni,
anche per riprodurre le proprieta empiriche di saturazione della materia nucleare. In
[10], il contributo dell’interazione a tre nucleoni ¢ stato introdotto nel potenziale effettivo
variando, in modo dipendente dalla densita, la parte a medio raggio dell’interazione a
due corpi, in cui prevale il processo di scambio di due pioni, cosi da simulare una forza
a tre e piu corpi. Secondo questo approccio, proposto per la prima volta da Lagaris e

Pandharipande [24], il potenziale effettivo viene quindi scritto sostituendo nella (2.27)
v(if) = 0(ij) = Y[R (ry) + vF (rij)e” ™" + v5(riy)]OF; (2.29)

dove i termini v”

T

v} e vg rappresentano i contributi a lungo, medio e corto raggio del
potenziale. Sempre seguendo Lagaris e Phandaripande, si introduce inoltre il piccolo

contributo attrattivo all’energia
AE = vp*(3 — 2B)e " (2.30)
dove 8= (pp—pn)/(Pp+pn), Pn € pp rappresentano rispettivamente la densita di neutroni e

rotoni. I valori dei parametri 71,72 e 3 sono scelti in maniera tale da riprodurre I’energia
7

di legame e la densita di equilibrio della materia nucleare.
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2.5 Energia di legame della materia nucleare

Come abbiamo gia detto, usando il potenziale effettivo possiamo calcolare la cor-
rezione all’energia dello stato fondamentale del FG direttamente nella cornice della teoria
delle perturbazioni. Il passaggio attraverso il formalismo della base correlata e lo svilup-
po in clusters ci ha infatti permesso di definire un’interazione da cui sono scomparse le
singolarita dovute alla regione repulsiva a piccole distanze.

Il potenziale efficace cosi ottenuto é stato testato calcolando I'energia di legame per
particella della materia nucleare simmetrica e materia puramente neutronica (PNM) in
approssimazione di Hartree-Fock

Se consideriamo materia nucleare a densita

4
p=3px. (2.31)
A=1

dove con A\ = 1,2, 3,4 indichiamo, rispettivamente, protoni con spin-up e spin-down e

neutroni con spin-up e spin-down, con densita date da p) = x)p, possiamo scrivere

E
1= 72 >\ + ZZxAxu/d T B/\Mf(pFr)ﬁ(p’}r)] ) (2.32)
I momenti di Fermi che compaiono nella (2.32) sono dati da p} = (672py)'/3, mentre ¢
rappresenta la funzione di Slater
Uppr) = — > ePr, (2.33)

N lpl<py
dove Ny ¢ il numero di particelle di tipo A. Gli A}, e BY, rappresentano gli elementi di

matrice degli operatori O™ dati dalla (2.12) tra gli stati di spin e spin isotopico di due

nucleoni, [Au), ovvero

= (A|O™ Ay, B, = (AulO™|pA) (2.34)

n
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Figura 2.7: Energia per particella della materia nucleare simmetrica (SNM, pannello
superiore) e materia puramente neutronica (PNM, pannello inferiore) in funzione della
densita barionica. Le linee continue rappresentano i risultati ottenuti usando (2.32),
mentre i rombi corrispondono ai risultati di Akmal, Pandharipande e Ravenhall [25]|. La
linea tratteggiata del pannello inferiore rappresenta i risultati del metodo AFDMC |26].
Il quadrato nel pannello superiore mostra il punto di saturazione empirico della materia
nucleare simmetrica.
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Nella Fig.2.7 'energia per particella ottenuta con la (2.32) (linee continue) viene pa-
ragonata con quella ottenuta usando metodi diversi. Nel caso della SNM (pannello su-
periore) e della PNM (pannello inferiore). I risultati rappresentati dai rombi sono stati
ottenuti effettuando un calcolo variazionale con una funzione d’onda correlata, il poten-
ziale Argonne vig e il potenziale a tre corpi Urbana IX [25]. La linea tratteggiata nel
pannello inferiore mostra i risultati di un calcolo in cui si € usata la stessa hamiltoniana
del caso precedente ma con il metodo chiamato AFDMC, Auzxiliary Field Diffusion Monte
Carlo [26]. Si osserva come 'approccio considerato in questa sezione, cioé un semplice
calcolo in approssimazione di Hartree-Fock, reso possibile dall’uso del potenziale effettivo,
predica un’equazione di stato in soddisfacente accordo con quella ottenuta da approcci

alternativi basati su modelli dinamici simili.
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Capitolo 3

Teoria di Landau e proprieta di
trasporto per liquidi normali di Fermi

La teoria nucleare a molti corpi € stata usata con successo per lo studio delle proprieta
di equilibrio della materia nucleare, come abbiamo sommariamente illustrato nel Capi-
tolo precedente. In particolare € stata calcolata, utilizzando modelli dinamici realistici,
I’equazione di stato della materia nucleare 3-stabile a temperatura nulla. D’altra parte,
I’estensione di questi studi al comportamento fuori dell’equilibrio, presenta difficolta non
banali. Di conseguenza, molti risultati disponibili in letteratura sono stati ottenuti limi-
tandosi a descrizioni eccessivamente semplificate dell’interazione nucleone-nucleone, e/o
utilizzando drastiche approssimazioni.

L’analisi delle proprieta di trasporto (cioé dei coefficienti di viscosita e conducibilita
termica ed elettrica) si basa sulla soluzione dell’equazione di Boltzmann [27]. Nel caso
della materia nucleare si utilizza I’equazione di Boltzmann-Landau (BL) [28], non di molto
differente da quella classica, ottenuta nell’ambito della teoria di Landau dei liquidi di Fermi
normali. Nel nostro calcolo combiniamo il formalismo dell’equazione BL e quello della
teoria nucleare a molti corpi, che abbiamo utilizzato per derivare la forma dell’interazione

effettiva tra i nucleoni, che ne determina le probablilita di collisione.
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3.1 Teoria di Landau

Nel 1956 Landau propose una teoria semifenomenologica dei liquidi normali di Fermi
|29], ovvero fluidi di fermioni interagenti a temperature prossime allo zero assoluto. Gia
nei primi anni sessanta, la validita di questa teoria fu verificata sperimentalmente grazie
all’osservazione delle proprieta dell’ *He liquido, che erano sostanzialmente differenti da,
quelle predette dalla teoria dei gas di Fermi.

Scopo principale della teoria di Landau é la descrizione delle proprieta termodinamiche
dei liquidi di Fermi, come il calore specifico, la compressibilita e la suscettivitd magne-
tica; le proprieta di trasporto, come la viscosita, la conducibilita termica e il coefficiente
di diffusione di spin, e i moti collettivi caratterizzati da grandi lunghezze d’onda e basse
frequenze [28]. La teoria di Landau fornisce una procedura molto efficiente per parametriz-
zare le proprieta dei liquidi di Fermi (FL) in funzione di un piccolo numero di parametri,
collegando inoltre fra loro quantita misurate sperimentalmente. Oltre che all’ *He liquido,
la teoria di Landau é stata applicata con successo a miscele di *He e “He, alla materia

nucleare e ai liquidi elettronici nei metalli.

3.1.1 Quasiparticelle

Consideriamo in primo luogo il gas di Fermi nel caso non interagente, in particolare
un sistema di N particelle in un volume V' tali che N,V — oo e la densita p = N/V sia
fissata. Lo stato quantistico di singola particella é descritto dall’impulso p e dallo spin
o e il valore dell’energia totale del sistema complessivo si pud esprimere in termini dei

numeri di occupazione np, = 0,1

E=> epsnpo - (3.1)
po

Assumendo che ’energia dello stato €,, non dipenda dallo spin possiamo omettere l'indice

o ed effettuare direttamente la somma sugli spin, il cui risultato é la comparsa di un fattore
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due. Ovviamente il numero totale di particelle ¢ dato da

N=2%n,. (3.2)

A temperatura T' = 0 otteniamo il valore dell’energia dello stato fondamentale, in cui tutti
gli stati di singola particella con impulso minore del’impulso di Fermi p; sono occupati,
mentre tutti quelli con impulso maggiore di py sono vuoti. Per temperature fissate T # 0
si avranno degli stati eccitati, detti anche eccitazioni elementari, con impulso maggiore di
py e delle buche, cioe stati non occupati, al di sotto della superficie di Fermi con impulso
minore di py. Quando il sistema si trova all’equilibrio, la distribuzione delle particelle ny
nello spazio dell’energia assume la forma [27]

1
'p = eBlep—p) 417

(3.3)
che mostra come a temperature finite il salto della distribuzione da 1 a 0 avviene su un
range di energie § = 1/T attorno al potenziale chimico p.

Consideriamo ora un sistema interagente. L’assunzione di poter creare liberamente
particelle eccitate o buche non é piu cosi ovvia, poiché lo stato di singola particella é
influenzato dal resto del sistema e viceversa. L’idea fondamentale alla base della teoria
di Landau ¢ il considerare il sistema interagente a partire dal caso in cui le interazioni
siano spente, e di accenderle adiabaticamente in modo tale che ogni stato del sistema
non interagente corrisponda in maniera univoca ad uno stato del sistema interagente. Le
eccitazioni elementari di un liquido normale di Fermi ottenute secondo questa procedura
furono definite da Landau quasiparticelle. 11 punto fondamentale é che queste eccitazioni
non interessano piu solo una particella, ma appartengono al sistema nella sua totalita.

Si noti che la condizione di bassa temperatura ¢ una condizione necessaria, poiché
il concetto di eccitazione elementare ha senso solamente per energie della quasiparticel-
la, €, prossime all’energia di Fermi. Infatti, tenendo conto delle leggi di conservazione

dell’energia e dell'impulso, si dimostra che la probabilita di decadimento di uno stato di
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quasiparticella con energia € & proporzionale a |e — ep|?. Dunque solamente gli stati con
energia attorno a ex hanno vita media abbastanza lunga da essere considerati come stati
stazionari [30].

Come abbiamo detto, la base della teoria di Landau é I’assunzione che lo spettro
d’eccitazione di un liquido di Fermi sia ottenibile da quello di un gas ideale di Fermi.
Se quindi aggiungiamo al nostro sistema una quasiparticella con energia e, > €p, essa
causera una variazione nella funzione di distribuzione ny, che rappresenta ora la funzione
di distribuzione delle quasiparticelle, e dunque una variazione dell’energia complessiva del

sistema!
0F =) epony , (3.4)
p

mentre 'entropia ¢ data dalla

S==> [nyIn(ny) + (1 — np) In(1 — np)] . (3.5)

P

La formula (3.5) scaturisce direttamente dall’ipotesi effettuata, secondo cui i livelli ener-
getici di quasiparticella sono classificati esattamente come i livelli energetici delle particelle
in un gas ideale.

II numero totale delle quasiparticelle ¢ dato sempre da (3.2), e ricordando che una
piccola variazione nell’energia di sistema rispetto ad uno stato di equilibrio termodinamico
si puo scrivere come

OE =Tés + pon (3.6)

possiamo variare (3.2) e (3.5) rispetto a un piccolo scostamento dn, della funzione di
distribuzione dal suo valore di equilibrio, e senza troppe difficolta ottenere la funzione di
distribuzione delle quasiparticelle per una certa temperatura 7T’

1
" T aleplnpl ) 11

(3.7)

I Nel seguito, quando non strettamente necessario, ometteremo il fattore moltiplicativo associato alla
degenerazione di spin.
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Questa espressione concide esattamente con la (3.3). L’unica importante differenza é che
ora l’energia dello stato di singola quasiparticella dipende essa stessa dalla funzione di
distribuzione n,. Quindi la (3.7) ¢ di fatto una complicata equazione implicita per la

funzione di ditribuzione.

3.1.2 Parametri di Landau

L’elemento chiave per trattare proprieta fisiche di ogni tipo é ovviamente lo spettro
energetico del sistema. Dalla teoria di Landau risulta che possiamo classificare gli stati
di eccitazione pit bassi in maniera chiara e conveniente [31]. E come se considerassimo,

nel caso di un sistema interagente, una Hamiltoniana ridotta
H=E"+H,, + Hypint. » (3.8)

dove E° ¢ lenergia dello stato fondamentale del sistema complessivo, cio¢ una costante
che non ci interessa conoscere, H,, descrive il moto di un certo numero di quasiparticelle
indipendenti, e H,, n. le loro interazioni.

Se consideriamo un sistema nel suo stato fondamentale, ed aggiungiamo una singola
quasiparticella con energia €, nell'intorno della superficie di Fermi, possiamo scrivere

I’energia di questa quasiparticella come

ep = n+vp(p —py) | (3.9)

dove I'apice 0 sta ad indicare il fatto che consideriamo una singola quasiparticella presente
nel sistema, come se la (3.9) fosse la sua energia in condizioni di isolamento. Possiamo
quindi definire la velocita delle quasiparticelle sulla superficie di Fermi come

O€’
Uy = (?;)p:pf . (3.10)

Nel caso in cui siano presenti piu quasiparticelle, dobbiamo considerare il fatto che esse

interagiscono fra loro, e dunque I'energia vera della quasiparticella ¢ diversa dalla (3.9), e
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vale

€p = €g + Oep (3.11)
Ricordando che ’aggiunta di una o pit quasiparticelle causa la variazione della funzione
di distribuzione np, e conseguentemente del valore dell’energia complessiva del sistema
(3.4), possiamo scrivere

1
E=E"+Y edn,+ 3 > fopOnpdng (3.12)
1

pp’

che si ottiene dalla (3.11) con
€p = eg + > fopOng (3.13)
p/

La quantita fpp € 'energia dovuta allinterazione fra una quasiparticella di impulso p e

una di impulso p’, e, facendo riferimento alla (3.12), puo essere posta nella forma

0*E
fpp’ = m ) (3-14)
che mostra come 'energia di interazione fra le quasiparticelle sia essa stessa funzione della
funzione di distribuzione delle quasiparticelle.
Anche se fino ad ora non abbiamo considerato lo spin delle quasiparticelle, a basse

temperature 'interazione dovuta agli spin puo essere rilevante; se l'interazione ¢ invariante

sotto rotazioni dello spin, possiamo scriverla nella forma

fap,a’p’ = ;S),p’ + ngP/(O' . O',) s (315)

dove
I Tl
s,a fp,p’ + fp7p’ .

fo =22 (3.16)

Queste quantita hanno le dimensioni di un’energia. Se quindi li moltiplichiamo per la

densita N(0) degli stati sulla superficie di Fermi® otteniamo le grandezze adimensionali

N(O) 38 = Foe, (3.17)

p,p

2Per basse temperature solo gli stati nelle immediate vicinanze della superficie di Fermi sono rilevanti.
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Questi paramteri, detti Parametri di Landau, incorporano complessivamente 'interazione
dovuta alle quasiparticelle e non possono essere determinati dalla teoria, ma solo speri-
mentalmente. L’analisi delle correzioni dovute a questi parametri esula dal nostro studio
poiché, come precedentemente affermato, nel limite di basse temperature possiamo con-
siderare il nostro sistema come un gas ideale di quasiparticelle. Nel nostro caso le cor-
rezioni compaiono solamente nelle proprieta di equilibrio del nostro sistema. In particolare

osserviamo che, facendo riferimento alla (3.9), possiamo scrivere

2

2m*

€p —€F = ~ vr(p — pr) , (3.18)

dove abbiamo introdotto la massa effettiva m*, definita dalla

_ (Y% _ br
Vp = <8p>ppF m . (319)

11 valore della massa effettiva m* incorpora l'effetto delle interazioni fra le quasiparticelle

ed é legato alla massa nuda m attraverso i parametri di Landau.

3.2 Proprieta di trasporto

Siamo interessati allo studio del comportamento di un liquido di Fermi in stati di
non equilibrio e disomogeneita, che differiscano leggermente da uno stato di equilibrio del
sistema complessivo. Il modo piu semplice per descrivere lo stato del liquido sarebbe speci-
ficare la distribuzione ny(r,?) in funzione delle coordinate spazio-temporali e dell'impulso
|27]. A causa del principio di indeterminazione di Heisenberg, sorge pero a questo punto
il dubbio sulla possibilita di tale descrizione, visto che nel regime che vogliamo studiare
non possiamo in alcun modo trascurare gli effetti quantistici. In generale, localizzare le
particelle contemporaneamente nello spazio delle coordinate e in quello delgi impulsi é
dunque impossibile.

Se tuttavia la disomogeneita spaziale del sistema avviene su una scala di lunghezza

caratteristica A, allora le particelle sono localizzate nello spazio solo entro una lunghezza
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Ar = \. Inoltre, se il sistema ¢ a temperatura 7', la funzione di distribuzione nello spazio
degli impulsi varia di una larghezza caratteristica T'/vg, e di conseguenza le particelle sono
localizzate nello spazio dei momenti entro una larghezza Ap = T'/vp. Quindi, secondo il

principio di indeterminazione, se é soddisfatta la disuguaglianza ArAp > 1, ovvero

Vr
A 3.20
> T ) ( )

possiamo senza alcun problema trattare la funzione di distribuzione np classicamente |28].

3.2.1 Equazione di Boltzmann-Landau

Se possiamo considerare la funzione di distribuzione delle quasipartcielle np, in maniera
classica, la sua dipendenza spazio-temporale é descritta da una equazione cinetica non
molto differente dall’equazione di Boltzmann per i fluidi classici [27]: 'equazione di

Boltzmann-Landau |28]. Questa equazione si pud scrivere nella forma

d t
We01) _ i o1 (3.21)
dt

dove il membro di destra é l'integrale delle collisioni, che discuteremo in dettaglio piu
avanti. Tenendo conto della dipendenza della funzione di distribuzione dalle coordinate

spazio-temporali e dall’impulso, possiamo anche riscriverla come

Onp(r,t)  dronp(r,t)  dpdng(r,t)
ot dt  Or dt  Op

= I[ny(r,1)] | (3.22)

dove
dr B d7p B

a4

sono, rispettivamente, la velocita di gruppo delle quasiparticelle e la forza generalizzata

F (3.23)

dovuta al fatto che il sistema non si trova all’equilibrio. L’assunzione fondamentale fatta
da Landau ¢ considerare ’energia €, come I'Hamiltoniana di quasiparticella, e dunque

nello scrivere le equazioni del moto per la quasiparticella come

dep dep
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Possiamo quindi riscrivere I’equazione di Boltzmann-Landau |28, 32| nella forma

Onp(r,t) = OepOnp(r,t)  Oep Inp(r,t)

o T op o o op el (3:25)

Questa equazione ¢ pit “ricca” della gia citata equazione di Boltzmann, utilizzata per
descrivere gas debolmente interagenti nel caso classico. Per prima cosa, la velocita di
quasiparticella Ve, dipende dalle coordinate spaziotemporali; inoltre, la quantita V,ep
contiene le correzioni all’energia dovute alle interazioni fra quasiparticelle, ovvero, facendo

riferimento alla (3.13) e passando al continuo

C13p/
Veeo =V [ G o Ve (0.1) (3.26)

Essendo interessati a situazioni di poco diverse dall’equilibrio, possiamo linearizzare 1’e-
quazione (3.25) in dnp = np — ng, la deviazione della funzione di distribuzione da quella

d’equilibrio globale, otteniamo cosi

don on®,
atp +vp -V, <5np — ag::éep> = I[dny] . (3.27)

Dobbiamo a questo punto fare una piccola precisazione su cosa si intende per fun-
zione di distribuzione delle quasiparticelle all’equilibrio. Abbiamo infatti considerato la
deviazione della funzione di distribuzione dal valore all’equilibrio, dove con equilibrio si
intende il sistema a 7" = 0. In effetti pero il sistema si trova in uno stato di equili-
brio termodinamico per ogni temperatura 7', e quindi possiamo definire una funzione di
distribuzione di equilibrio locale

n(ep, I, t) = lexp <€p P 1;1((1;’?)_ u(r,t)) -+ 1] i , (3.28)

che descrive il fatto che il sistema € localmente all’equilibrio per una temperatura locale
T(r,t), con un potenziale chimico locale u(r,t) e una velocita locale del liquido u(r,t).

Dunque possiamo definire la deviazione della funzione di distribuzione dal suo valore
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all’equilibrio localmente come
5fip = np(r) — n(e) , (3.29)

dove con n°(e) ci riferiamo alla (3.28). Questo valore puo essere sviluppato attorno al suo

valore di equilibrio globale secondo la

o 0
n®(e) = n°(") + T 5e (3.30)
Oe
e sostituendo la (3.30) nella (3.29) otteniamo
~ ano d3p/
(5np = 5np - g‘// Wfpp/(Snp/ s (331)

dove il termine de ¢ stato scritto in maniera estesa secondo la (3.13). Possiamo quindi

riscrivere la (3.27) nella forma

0ony
ot

vy - Viebitp = I[67y) - (3.32)

Ricordando ancora una volta che stiamo considerando piccole deviazioni del sistema,
dalla situazione di equilibrio, e che nel limite di basse temperature possiamo considerare
il nostro sistema come un sistema di quasiparticelle indipendenti, possiamo trascurare la

correzione all’energia dovuta all’interazione fra quest’ultime, e scrivere infine
Vp - Viong = I[dny] . (3.33)

L’equazione cinetica € lo strumento necessario per calcolare i coefficienti di trasporto,
fra cui la viscosita che sara 'obiettivo del nostro discorso. Per procedere al calcolo espli-
cito dobbiamo pero prima specificare le proprieta del secondo membro della (3.33), cioé
I'integrale delle collisioni.

A basse temperature possiamo considerare unicamente le collisioni binarie fra le quasi-
particelle. Facendo uso della regola d’oro di Fermi, la probabilita di transizione di due

quasiparticelle da uno stato |p101, p2, 02) ad uno stato |psos, ps, 04) € data da

2w |<34|t|12>‘2 (5(61 + €2 — €3 — 64)711712(1 - Tlg)(l - n4) > (334)
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dove la funzione § esprime la conservazione dell’energia nel processo di collisione, n;
¢ la probabilita di occupazione dello stato della quasiparticella incidente e (1 — n;) la
probabilita che lo stato finale sia non occupato. Possiamo poi definire una probabilita di

transizione W (12;34) scrivendo

1
o |(34|t[12) > = WW(12; 34)0p, + pa.pstpados Los.oston s (3.35)

dove le funzioni ¢ esprimono la conservazione dell’impulso e delle proiezioni dello spin.
A questo punto possiamo definire I[n]. Esso rappresenta il tasso con cui le collisioni

aumentano la probabilitd di occupazione dello stato di quasiparticella |pjo) grazie al

processo inverso 3,4 — 1,2, diminuito del valore dovuto al processo diretto 1,2 — 3,4,

sommato su tutti gli stati 2 e tutti gli stati distinguibili 3 e 4. L’espressione esplicita ¢

1
I[n,] = e D> W (12;34)0p, 4pa.patpadortorostoid(€1 + €2 — €3 — €4)
2 34
x[n3ng(l —ny)(1 —ny) — nina(l —ng)(1 —ny)| . (3.36)

Dobbiamo infine linearizzare questa espressione in dny,, come abbiamo fatto per il membro
di sinistra della (3.25). Tenendo sempre bene a mente quanto detto sul concetto di
equilibrio locale e globale, dobbiamo ora tener conto del fatto che la (3.36) si annulla per
ogni valore d’equilibrio di n, valutato localmente. Quindi, se definiamo la deviazione da
quest’ultima all’equilibrio locale come

o
Sni = — a? o, | (3.37)

possiamo riscrivere la (3.36) nella forma [28]

1
I[(Snl] = _Tv2 Z Z(n1n2<1 - n3)<1 - n4))W<12; 34)501+02,03+U4
2 34
X6<€1 + €y — €3 — 64)[(191 + (I)Q — (I)g — @4] . (338)

Il calcolo esplicito della probabilita di transizione W, che richiede la conoscenza dei

potenziali di interazione tra le particelle del fluido, sara descritto piu avanti.
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Si noti che la deviazione della funzione di distribuzione dal suo valore all’equilibrio é
stata scritta secondo la (3.37) poiché in questo modo dn viene fattorizzata in una parte
singolare, la derivata negativa della funzione di distribuzione all’equilibrio (che tende ad
una funzione delta per T'— 0), e una parte regolare ®. Questo accorgimento matematico

¢ molto conveniente per risolvere I’equazione del trasporto.

3.2.2 Equazione del moto per fluidi viscosi

In questa Sezione vogliamo richiamare alcune nozioni riguardanti la struttura delle
equazioni del moto per i fluidi viscosi.

La viscosita misura la facilitd con cui un fluido risponde a uno sforzo causato da
un’agente esterno ad esso [33]. Nel caso di fluidi non viscosi o in equilibrio idrostatico
le forze agenti sono tutte normali ad una qualunque superficie all’interno del fluido. Nel
momento in cui esiste un gradiente di velocita in un fluido, allora si ha una forza di
superficie fra due strati di fluido con velocita diversa. E’ molto importante ricordare che
in qualunque circostanza la velocita di un fluido é nulla sulla superficie del solido che lo
contiene.

Supponiamo di avere due piani paralleli, uno fermo e uno in movimento rispetto all’al-
tro con velocita vy, divisi fra loro da un fluido viscoso, come in Fig.3.1. Si osserva, proprio
per quanto detto sopra, che andando dal piano superiore a quello inferiore la velocita
del fluido diminuisce dal valore vy a zero. Conoscendo la forza F' con cui si mantiene
in movimento la superficie superiore, si trova che essa ¢ proporzionale all’area A della
superficie stessa e alla velocita vy, mentre é inversamente proporzionale alla distanza d fra
le due superfici. 1l rapporto F//A & proporzionale al rapporto vy/d tramite una costante

che definisce il coefficiente di viscosita di superficie, 1, ovvero

E_pb (3.39)
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Per descrivere microscopicamente il movimento di un fluido é necessario conoscere il campo
di velocita

v =v(r,t) (3.40)
e altre due quantita termodinamiche qualsiasi, come per esempio la densita e la pressione
p=p(t) , P=P(t), (3.41)

dove la coordinata r ora specifica un punto fisso nello spazio e non la posizione di una
particella che si muove con il fluido.

Se consideriamo un volume V' contenente una certa quantita di fluido, la variazione
della densita di massa di fluido all'interno di esso deve essere uguale al flusso di massa
uscente dalla superficie S che racchiude il volume stesso. Questo concetto é descritto

dall’equazione di continuita

dp B
T V-(pv)=0. (3.42)

L’equazione del moto di un fluido ideale si ottiene tenendo conto del fatto che I'unica
forza agente su di una porzione di fluido é data dalla forza di pressione che il resto del

fluido esercita su questa porzione, F' = —(VP). Vale quindi la relazione

dv

— =—(VP), 3.43
P (VP) (3.43)

e scrivendo in maniera estesa il tasso di cambiamento dell’elemento di fluido che si muove

nello spazio, dv/dt, otteniamo 1’ equazione di Eulero

ov 1

Questa equazione descrive il moto di un fluido ideale, in cui siano assenti forze dissipative,
come appunto la forza di attrito fra strati di fluido dovuta alla viscosita. Per un fluido
incompressibile, ovvero un fluido in cui la densita di massa é costante nello spazio e nel

tempo, 'equazione di continuita (3.42) diventa semplicemente

V-v=0. (3.45)
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Figura 3.1: Schematizzazione semplice del moto di un fluido viscoso.

Consideriamo I'impulso per unita di volume di fluido pv; . Utilizzando le equazioni (3.42)

e (3.44), possiamo scrivere il suo tasso di variazione come

Q(U.) — _Uavi_ai_i(v)v.
3tpl n pk@xk 0x; 8xkpkz

oo
N ox;, Oxi PUive
o1l
_ 4

dove abbiamo introdotto il tensore del flusso della quantita di moto

Esso rappresenta la i-esima componente dell’impulso che fluisce attraverso una superfi-
cie di area unitaria normale all’asse x; per unita di tempo. Possiamo quindi riscrivere

I'equazione di Eulero (3.44) nella forma

0 Ol
a(pvi) . (3.48)

Nel caso di un fluido viscoso dobbiamo inserire nella (3.47) un termine che tenga conto

della dissipazione dell’energia che avviene con il movimento del fluido. La (3.47) descrive
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un flusso di quantita di moto reversibile, provocato dal movimento delle particelle nel
fluido e dalle forze di pressione agenti nel fluido; in presenza di viscosita, si ha invece un
trasferimento irreversibile di quantita di moto dai punti di fluido con velocita maggiore
a quelli con velocita minore. L’equazione di continuita non subisce variazioni, mentre la

(3.48) varia poiché riscriviamo il tensore di flusso di quantita di moto (3.47) come

Ly = Py + pvjvg — Uzl-k

= —0i + pUivk (3.49)

dove

o = —Pdik + o' (3.50)

¢ il tensore degli sforzi, mentre o}, é chiamato tensore degli sforzi viscosi.

La forma generale del tensore degli sforzi viscosi, che ci interessa particolarmente per
lo studio della viscosita, puo essere dedotta da semplici considerazioni. Per prima cosa,
si hanno attriti interni al fluido solo quando le particelle si muovono con velocita diverse,
e quindi si ha una relazione fra il movimento di parti diverse di fluido, dunque o}, deve
necesseriamente dipendere dalle derivate spaziali della velocita. Possiamo supporre che
questa dipendenza sia solo dalle derivate prime, essendo piccoli i gradienti di velocita
interni al fluido. Inoltre, dobbiamo osservare che per un fluido in rotazione uniforme non
si hanno sforzi viscosi, e dunque o/, deve annullarsi. Tenendo conto di quanto detto, la
forma piu generale per il tensore degli sforzi viscosi ¢ [33]:

9
895; '

(3.51)

’ (%i i @Uk _ 2 8vl
Oxr, Ox; 3 " Ox

O =1 5@'k> + &0ik
I valori n e £ sono chiamati, rispettivamente, coefficienti di viscosita di superficie e di
volume; sono entrambi positivi e indipendenti dalla velocita, ma in generale dipendono

dalla pressione e dalla temperatura del fluido.
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Se dunque sostituiamo la (3.49) nella (3.48) otteniamo I’equazione del moto per i fluidi

viscosi

ov 1 (-
— . p—_ P - . 2
8t+(v V)v pV +pVV (3.52)

conosciuta con il nome di Equazione di Navier-Stokes, in cui il fluido ¢ considerato in-
comprimibile (Vv = 0). In tal caso non si ha viscosita di volume e il tensore degli sforzi

puo essere riscritto come

(3.53)

o = —Poiy +1 <(%i + 8vk> .

La viscosita di superficie é il coefficiente di trasporto che caratterizza la diffusione di
quantita di moto in direzione trasversa a quella di propagazione, dovuta alle collisioni
fra le particelle nel mezzo. E’ proporzionale al cammino libero medio delle particelle
nel mezzo e inversamente proporzionale alla sezione d’urto di scattering fra le particelle

costituenti il fluido.

3.2.3 La viscosita per un liquido normale di Fermi

Essendo lo scostamento dello stato del sistema dall’equilibrio molto piccolo, possiamo
ragionevolmente assumere che le risposte del sistema siano lineari nelle forze generalizzate
[34], le quali scaturiscono proprio dallo stato di non-equilibrio del sistema; queste forze
generalizzate sono i gradienti delle quantita che caratterizzano I'equilibrio: 7' ,u ,e u.

La risposta del sistema si manifesta tramite correnti che sono proporzionali ai gradienti
della grandezza termodinamica che si sta considerando; il fattore di proporzionalita é il
coefficiente di trasporto che stiamo cercando. Nel caso della viscosita cio appare in modo
evidente nella (3.51) che, se ci limitiamo a considerare la sola viscosita di superficie n di

un fluido incomprimibile, diventa

oie = n(Viu; + Viug) . (3.54)
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Per calcolare la viscosita di un liquido normale di Fermi dobbiamo scrivere la corrente
in forma microscopica. Assumiamo quindi che il nostro sistema sia quasi all’equilibrio,
con una piccola velocita di fluido u(r) localmente variabile. Possiamo riscrivere il tensore
degli sforzi (3.53) nella forma

Oik = Zekl - ng ) (3.55)

dove o = Pdy, e o, ¢ data dalla (3.54).
Se moltiplichiamo entrambi i membri dell’equazione di Boltzmann-Landau (3.25) per
P e sommiamo su p e ¢ otteniamo un’espressione non nulla solo per il primo membro.

Con alcune manipolazioni é possibile riconoscere il tensore degli sforzi nella forma |28|

E
Oik = zk+5zk <Z/ 27Th 3 EpNp V) ; (356)

dove E ¢ 'energia totale del sistema di quasiparticelle e il tensore Tj; ¢ definito dalla [28]

Z/ o) 3pz - 1p(r. 1) (3.57)

Una piccola variazione della funzione di distribuzione dn, produce un cambiamento al

primo ordine nel tensore degli sforzi

00k = Z/ Splvpkénp ) (3.58)

Nel caso di una deviazione della funzione di distribuzione dal suo valore all’equilibrio
locale, il 0oy, dell’equazione precedente uguagliera il termine dissipativo della (3.55),

OVVero
d3p

- Z/(Qwh)3pivpk5np ' (3.59)

Supponiamo ora che la velocita u(r,t) del fluido abbia componente solo lungo l'asse x e

che vari lentamente lungo I’asse y, possiamo allora riscrivere la (3.54) nella forma

a v d*p
o, = Uz _ —Z/ 3pm Vp)y O - (3.60)
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A questo punto torniamo all’equazione del trasporto di Boltzmann-Landau (3.33),
considerando sempre un piccolo scostamento della funzione di distribuzione dal suo valore

d’equilibrio locale. Possiamo riscriverla come

a 0
_VP%Vr[€p<r7 t) —p-u-— N(rv t)] = ][5%;,] ) (361)
14

dove la quantita tra parentesi quadre ¢ ’energia di singola quasiparticella nel sistema di

riferimento del fluido che si muove con velocita u
€p(r,t) = ep(r,t) —p-u. (3.62)

Riscrivendo il primo membro della (3.61) per componenti otteniamo la

on® 9
Ci— P [y
V4 ‘ 272[ P, (3.63)

che, poiché stiamo considerando per semplicita un fluido che si muove lungo 'asse x con
velocita che cambia in modulo lungo 'asse y, diventa

ond  Ou
P T
(vp)yfaeppx 9y (3.64)

Usando queste manipolazioni e la (3.37) possiamo scrivere I'equazione di Boltzmann-
Landau (3.33) in termini della funzione incognita ®. Una volta risolta ’equazione, sosti-
tuendo la soluzione nella (3.60), otteniamo finalmente il valore della viscosita di superficie
7 di un liquido normale di Fermi.

I1 primo calcolo dei coefficienti di trasporto, per il caso di *He liquido, risale al 1959 e
si deve ad Abrikosov e Khalatnikov [35]. Essi ottennero sia il coefficiente di conducibilita
termica, k, che quello della viscosita di superficie, 1, nel limite di bassa temperatura.
In [35] l'integrale delle collisioni (3.38) ¢ stato valutato tenendo conto di alcune semplici

considerazioni:

e come abbiamo gia piu volte ricordato, nelle collisioni a bassa temperatura interven-

gono solamente gli stati nelle immediate vicinanze della superficie di Fermi. Quindi
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gli impulsi delle particelle, sia nello stato iniziale che in quello finale, si possono

porre uguali all’impulso di Fermi;

e nell’approssimazione descritta al punto precedente, la conservazione dell’'impulso e
dell’energia implica che I'angolo 8, compreso fra gli impulsi delle particelle nello
stato iniziale, p; e po, € uguale a quello formato dagli impulsi delle particelle nello

stato finale, ps e p4;

e se chiamiamo ¢ I’angolo compreso fra il piano in cui giacciono le particelle nello
stato iniziale e quello in cui giacciono le particelle nello stato finale, la probabilita

di transizione dipende solo dalle due variabili angolari 6 e ¢.

Sotto le ipotesi appena elencate, con semplici manipolazioni otteniamo 1'espressione

_m?
2cos(0/2)

con m* definita dalla (3.19). Per la presenza della funzione ¢ sull’energia e delle dis-

Epodps = desdesdessinfdfdodes | (3.65)

tribuzioni di Fermi, i limiti d’integrazione della (3.38) sono —oo e +00. A parte la pos-
sibile dipendenza dallo spin, come abbiamo detto la probabilita di scattering W (12;34)
dipende dagli angoli 6 e ¢; in assenza di campi magnetici la somma sulle variabili di spin

da il risultato

Y W(12;34) = 2W (4, ¢) , (3.66)

02 03,04

dove W(0, ¢) rappresenta la probabilita media di scattering per o3 non polarizzato rispetto
a o1, mentre o3 + o4 sono determinati dalla conservazione dello spin totale del sistema.
In conlcusione, I'equazione di trasporto si riduce a 28|

anlp 8Ux

(Ulp)y a 8y =

/d€2d€3d€4n1n2(1 — n3)(1 — n4)(5(€1 + € — €3 — 64)

R
cos(6/2)

W

T 21 27
X / sinddf / A6 [ dér— N[0+ @y — By — @] (3.67)
0 0
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La soluzione di Abrikosov e Khalatnikov ¢é stata ottenuta disaccoppiando gli integrali

energetici da quelli angolari. Definendo

(W) = Zim : (3.68)
8t
T= I VYTE (3.69)

dove 7 puo essere interpretato coma la vita media della quasiparticella, ’espressione finale

che si ottiene per la viscosita di superficie di un liquido normale di Fermi ¢ |35]

1, 2

=—-pm* _ 3.70
NAK 5pm UFT7T2(1 — )\77) ) ( )

(W (0, ¢)[1 — 3sin*(0/2)sin?¢])
(W (0, 9)) ’

e la velocita di Fermi vp ¢ definita dalla nota relazione p = p% /372 Si puo verificare

Ay = (3.71)

facilmente che qualuque sia il valore di W (0, ¢), A, soddisfa le relazioni
—2< A, <1, (3.72)

Soluzioni numeriche esatte dell’equazione del trasporto sono state ottenute da Dy e
Pethick nel 1968, il cui risultato é stato perfezionato analiticamente da Emery e Cheng.
Sul finire degli anni sessanta, Brooker e Sykes |36, 37| e Hgjgaard Jensen, Smith e Wilkins
[38] hanno infine derivato una soluzione analiticamente esatta per i coefficienti di trasporto
nel limite di bassa temperatura.

Nel nostro lavoro abbiamo utilizzato il risultato ottenuto da Brooker e Sykes [36, 37|

| 2
n=—-pm VT

5 w2(1 — An)C(A") ’ 3:79)

dove il fattore correttivo rispetto al valore di nax che risulta dalla (3.70), C(),), é dato

dalla
1-\ & 4k +3
4 ,;)(k+1)(2k+1)[(k+1)(2k+1)—An]'

C(Ay) = (3.74)
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Si noti che il primo termine della sommatoria vale (3/4)nax. Dal calcolo completo di

C(\,) si ottiene il risultato

0.75 < 1 <0.92, (3.75)

NAK

che mostra come 'errore associato alle approssimazioni usate da Abrikosov e Khalatnikov

fosse piuttosto piccolo, e sempre minore del 25%.
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Capitolo 4

Viscosita di superficie nel core esterno
di una stella di neutroni

Come abbiamo gia detto, tutti gli approcci teorici prevedono che il core esterno di
una stella di neutroni sia costituito da un fluido omogeneo di neutroni, protoni e leptoni
in uno stato stabile rispetto al decadimento beta. In questo Capitolo, dopo una breve
introduzione sulla determinazione delle condizioni di equilibrio, presentiamo i dettagli del

calcolo della viscosita delle materia 3-stabile e i risultati dei calcoli numerici effettuati.

4.1 Condizioni di (3 stabilita

Lo stato fondamentale di un sistema, ovvero il suo stato di equilibrio stabile, é quello
in cui il valore di aspettazione dell’energia assume il valore minimo, soggetto ai vincoli di
conservazione del numero barionico e della carica elettrica.

Il numero barionico ¢ conservato da tutte le interazioni conosciute. E quindi con-
veniente scegliere la densita di barioni p come variabile indipendente. Se trascuriamo la

possibile presenza di muoni, lo stato del sistema ¢ determinato dalla condizione di stabilita

Hn = Hyp + He (41)

dove p; é il potenziale chimico delle particelle di tipo i (i = n,p, e), e dalla equazione che
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assicura la neutralita elettrica del sistema

Pp = TpP = Pe (4.2)

dove p, e p. sono, rispettivamente, le densita di protoni ed elettroni. Poiché i potenziali
chimici dipendono solo da p e z,, per ogni valore della densita barionica le equazioni
(4.1) e (4.2) determinano in modo univoco la frazione di protoni z,, e quindi lo stato del
sistema.

Il potenziale chimico é definito termodinamicamente come la variazione di energia
rispetto al numero delle particelle. Nell’approccio basato sul potenziale effettivo, p, e p,
si possono ottenere in approssimazione di Hartree-Fock, cioé¢ calcolando I'energia di una
particella sulla superficie di Fermi. Nel caso di materia di neutroni e protoni, troviamo

(si confronti con la (2.32))

22
Hx = ﬁ Ty 22 xu/dgmeff[ R — BYdo(ppr) ()] (4.3)
uwon

in cui ricordiamo che z ¢ la frazione di protoni o neutroni, ovvero =, = x = x; + 22 €
Ty = (1—.’13') = X3+ 24.
Nel caso degli elettroni, che vengono descritti come particelle libere ultra-relativistiche,

I’energia sulla superficie di Fermi é pari all’impulso di Fermi, e quindi
He = p% - (37T2pe)1/3 ) (44)

dove p. = xpp.

In conclusione, come gia detto, per ogni densita barionica p abbiamo calcolato la
frazione di protoni z, sostituendo nella (4.1) p. dato dalla (4.4) e p, = @11 + Topo €
W = T3l + Tafig, con py dato dalla equazione (4.3), per il calcolo della quale abbiamo
usato il potenziale effettivo descritto nel Capitolo 2. La Fig. 4.1 mostra i valori di x,, cosi

ottenuti in funzione della densitd barionica.
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Figura 4.1: Dipendenza dalla densita barionica della frazione di protoni corrispondente
all’equilibrio § della materia nucleare elettricamente neutra.

4.2 Liquido normale di Fermi a pit componenti

L’obiettivo principale del nostro studio é I'analisi delle proprieta di trasporto, in parti-
colare la viscosita di superficie, di un liquido normale di Fermi a molti componenti. Dob-
biamo quindi ampliare la discussione del Capitolo 3 sulla teoria di Landau, che abbiamo
finora sviluppato esclusivamente per sistemi ad un solo componente.

Questo tipo di analisi fu effettuata per la prima volta da Flowers e Itoh, nel 1979 [7, 8].
Essi considerarono un sistema degenere di liquidi normali di Fermi scrivendo un’equazione

del trasporto per ogni componente

On,  Ong _ O€pa B ong, . O€pa

ot " or ap  ap or (45)

Questa espressione ¢ analoga alla (3.25), con 'unica differenza che i termini dipendono ora

da un indice « che prende i valori da 1 a 3 a seconda che si stiano considerando neutroni,
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protoni o elettroni. L’integrale delle collisioni si puo ovviamente scrivere nella forma

I,=) L., (4.6)
B

con 0 =1,2,3.
Abbiamo quindi a che fare con un sistema di tre equazioni in tre incognite. Per
ciascuna famiglia di particelle si definisce, come nella (3.37), la deviazione della funzione

di distribuzione dn, dal suo valore all’equilibrio locale

0
Sy = — Loy (4.7)

O€pa

dove l'indice 7 presente nella (3.37) é stato tralasciato per semplificare la notazione. Negli
integrali delle collisioni figureranno ora termini corrispondenti a collisione tra particelle
dello stesso tipo, per i quali basta fare riferimento allo studio del Capitolo 3, e termini in
cui le particelle che collidono sono di tipo diverso. In questo caso bisogna tenere conto
del fatto che esse hanno energie di Fermi differenti, e fare attenzione alle approssimazioni
utilizzate nel calcolo dello spazio delle fasi, come descritto nella Sezione 3.2.3 per il caso
di sistemi ad un solo componente.

Come appare chiaramente dalla Fig. 4.1, la frazione di protoni x, ¢ sempre minore
del 10%. Quindi, il numero di neutroni presenti supera di gran lunga quello di protoni
ed elettroni, e 'impulso di Fermi corrispondente, p,, ¢ molto maggiore di quello delle
restanti due famiglie, protoni ed elettroni, i cui momenti di Fermi sono p, = p.. Alla luce

di queste considerazioni, i casi possibili sono:
e collisioni tra particelle con la stessa energia di Fermi: a3 = nn, pp, ee, ep, pe;
e collisioni tra particelle con energie di Fermi differenti: a3 = np, ne.

Il calcolo della viscosita segue la procedura di Brooker e Sykes [36, 37]; in questo caso

il tensore degli sforzi viscosi (3.60) dipende da un’indice «, necessario per identificare



4.3 Probabilita di scattering 59

le differenti famiglie di particelle, e conseguentemente il coefficiente della viscosita di

superficie sara somma di tre termini, ovvero
M= N+ 1p + Ne - (4.8)

4.3 Probabilita di scattering

Risolvere la (4.5) equivale a risolvere un sistema di tre equazioni in tre incognite, che
sono appunto le viscosita di superficie di un fluido omogeneo rispettivamente di neutroni,
protoni ed elettroni.

Possiamo definire il membro destro della (4.5) matrice delle collisioni, e soffermarci un
attimo sulla sua struttura. Per farlo dobbiamo prima di tutto considerare le probabilita
di scattering W,z5(0, ¢) fra le particelle.

Nel caso dell’interazione NN questa probabilita viene calcolata utilizzando il potenziale
effettivo descritto nel Capitolo 2. I dettagli del calcolo sono contenuti nelle Appendici B
e C. Per gli altri casi va considerata l'interazione elettromagnetica presente fra elettroni
e protoni, come pure I'interazione fra neutroni ed elettroni dovuta al momento magnetico
anomalo del neutrone.

L’interazione elettromagnetica viene calcolata nel formalismo della meccanica quan-
tistica relativistica usando il propagatore fotonico schermato |7]

Dy, 0) =~ (49)
q° + k;ft
dove kg, rappresenta il vettore d’onda di screening dovuto al background 7], ovvero

on
k2, = dam— | 4.10

a = 1/137 ¢ la costante di struttura fine, e n é la somma delle densita di elettroni e protoni,

che contribuiscono entrambi a schermare ’'interazione elettromagnetica. Possiamo scrivere
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k¢ pit esplicitamente, nella forma

4o 4o
ki = — 02+ pymy) = —pymy (4.11)

nella quale si vede che pesa di piu il contributo dei protoni, perché maggiormente pola-
rizzabili [8].

Il calcolo diretto della probabilita di scattering, secondo la formula

_ ISP
W= 2 (4.12)

dove S ¢ la matrice di scattering, fornisce come risultato |7|

(2m)a? 1 | 4p'sin® (3) 1+ cost (3
W.9) = g 4p4{ sin? (8) sin? ([) <kft52z)j]
. 8m?pPsin® (§) cos? (§) + 2m* S+
sin? (8) sn® (2) + (k20
. dp'sin? (§) —m

1
{sin ( )sm (%) (kyse/2p) } {sin2 (g) cos? (%) + (k:ft/Qp)z}

Can(Z) e (2)) a9

dove I'ultimo termine si ottiene con lo scambio di sin(¢/2) con cos(¢/2) e viceversa nei
termini precedenti. La probabilita (4.13) é scritta in funzione degli angoli 6 e ¢, che misu-
rano rispettivamente 1’angolo di scattering fra la particella incidente e quella bersaglio, e
I’angolo fra il piano di scattering delle particelle nello stato iniziale e quello delle particelle
nello stato finale. Nel limite in cui lavoriamo, ovvero p,, > p. = p, si hanno dei rapporti
ben definiti fra gli angoli caratterizzanti le proprieta di trasporto e gli angoli 6 e ¢, come
mostrato nell’Appendice A.

Nel caso dell’interazione elettrone-elettrone si considera il limite ultra-relativistico

della (4.13), ovvero (8]

(2r)fa? | sin® (5) (1+ cos® (5))

Wee(ea ¢) 4
4p; [sin2 (9) sin? ( ) (kft/2pe)? ]
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N[

N sin® (

9 )

[sin2 (2> sin? (%) + (kft/2p€>2:| {sin2 (g) cos? (%) + (kft/2pe)2}

() e (2)) »

Al contrario, nel caso dell’interazione protone-protone viene considerato il limite non-
relativistico di (4.13), cioé [§]

(27)3a? 1
pr(97 Cb) = 1 2
8p, [sin2 (g) sin? (%) + (kft/2pp)2}
1
- {sin2 (g) sin? (% + (kft/2pp)2] {sin2 (g) cos? (%) + (k;ft/Qpp)ﬂ
+ ! (4.15)
{sin2 (g) cos? (%) + (kf,g/2pp)2}2 ’

sempre con p. = pp.

L’interazione elettrone-protone é anch’essa puramente elettromagnetica, e la probabi-

lita di transizione corrispondente vale 8|

(2m)3a2 1+ cos? (g) + sin? (g) cosg
Whe 6)’ = Wep 9; = . .

Infine, per I'interazione fra neutroni ed elettroni, dovuta al momento magnetico anoma-

lo del neutrone, si trova |8|

Wen(07 ¢) - Wne(97 gb) = (417)

2 . 94 .. 9 ¢
1 + sin“fsin <>> .
4pe m7 lsin®@sin? (%) + (k;ft/Qpe)Q}2 ( 2

dove g, € il momento magnetico anomalo del neutrone, ed m la sua massa nuda.

(27)3a2g? <pe>2 sin®@sin® <¢)
|

4.4 Calcolo della viscosita

La generalizzazione del risultato di Brooker e Sykes [36, 37] al caso di un liquido di

Fermi a pitt componenti, nella forma ottenuta per la prima volta da Flowers e Itoh [8], é
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concettualmente quasi immediata per p, > p, = p.. In questo caso, il risultato finale si

puo scrivere nella forma (o = n, p,e):

1 « 9 2
Now = 5pamavFoc7—a 7T2(1 o )\aa)

C(Aaa) (4.18)

dove la vita media delle quasiparticelle di tipo «, 7., € data da

s (4.19)
T = , .
Zﬁ mZ(mZ}Q < Waglag >)T2
e
< Wap(0,0)185 >
Ny = 2 30 @)lag (4.20)

s < Wap(0,0)las >

Le quantita 5 e [og sono integrali le cui definizioni sono presentate nell’Appendice A.

La differenza fra queste espressioni e quelle ottenute nella sezione 3.2.3 per la viscosita
di un sistema ad un solo componente ¢ nell’aver aperto piu canali di scattering, con la
conseguente diminuzione della vita media 7, delle quasiparticelle e quindi una diminuzione
nel valore della viscosita del singolo componente.

Le masse effettive necessarie per il calcolo delle equazioni (4.18)-(4.20), come le frazioni
di protoni discusse nella Sezione 4.1, sono state ottenute in modo consistente, usando la
stessa interazione effettiva che determina le probabilita di scattering W,,, = W,, e W,,.
La dipendenza dalla densita della massa effettiva, calcolata come descritto nell’Appendice
B, ¢ illustrato nella Fig. 4.2.

La Fig. 4.3 mostra 'andamento in funzione della densita del prodotto tra la viscosita
e il quadrato della temperatura. Si osserva come il contributo dei protoni sia sempre
trascurabile, a causa della loro bassa densita e poca mobilita; al contrario gli elettroni,
pur essendo alla stessa densita dei protoni, hanno una viscosita molto maggiore dovuta
al loro grande impulso. Come ci si poteva aspettare il contributo dominante é dato dalla
componente neutronica, che caratterizza quasi totalmente la materia nucleare nelle stelle

di neutroni.
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Figura 4.2: Dipendenza dalla densita barionica del rapporto m x /m.
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Figura 4.3: Dipendenza dalla densita barionica del prodotto 7T corrispondente a protoni,
elettroni, neutroni e alla materia (-stabile.
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Figura 4.4: Dipendenza dalla densita barionica del prodotto n1 corrispondente a protoni,
elettroni, neutroni e alla materia 3-stabile, ottenuto moltiplicando per due i valori di z,
della Fig. 4.1.

La viscosita totale si sovrappone a quella neutronica fino a valori di densita barionica
pari a quella d’equilibrio (0.16 fm™?), poiché la frazione di protoni ed elettroni ¢ ancora
troppo piccola. Solamente per densita maggiori di quella d’equilibrio la viscosita totale
risente anche della presenza elettronica, la cui componente comincia a crescere. Si osserva,
che col crescere della densita barionica, e quindi di z,, la viscosita degli elettroni tende
ad avvicinarsi sempre piu ai valori di quella neutronica.

Ovviamente, i pesi relativi dei diversi contributi illustrati nella Fig.4.3 sono determinati
dal valore di z,, che ¢ a sua volta determinato dall’equazione di stato della materia
nucleare. Per studiare numericamente la dipendenza da z,, abbiamo ripetuto il calcolo di
n moltiplicando per due i valori di z, della Fig. 4.1. I risultati di questa analisi, che come
abbiamo detto corrisponderebbe alla scelta di un’equazione di stato diversa da quella che

abbiamo utilizzato, sono mostrati nella Fig. 4.4. Si osserva che a densitd ~ 0.2 fm=3,
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corrispondenti a una frazione di elettroni intorno all’8%, il contributo alla viscosita dovuto
agli elettroni diventa maggiore di quello dovuto ai neutroni.

Tutti i risultati numerici presentati in questo Capitolo sono stati ottenuti utilizzando
programmi di calcolo scritti in linguaggio Fortran. Il tempo di CPU necessario per ottenere
le viscosita mostrate nelle Fig. 4.3 e 4.4 utilizzando un personal computer commerciale

di prestazioni medie é dell’ordine di qualche minuto.
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Conclusioni

Lo scopo di questa Tesi ¢ stato generalizzare il lavoro effettuato da Benhar e Valli [10]
sul calcolo della viscosita della materia nucleare puramente neutronica. Abbiamo quindi
considerato materia elettricamente neutra composta da neutroni, protoni ed elettroni in
equilibrio rispetto ai processi di decadimento beta e cattura elettronica, che si ritiene sia
presente in una regione estesa all'interno delle stelle di neutroni.

Per studiare le proprieta di trasporto di questo sistema ci siamo serviti del formalismo
basato sulla teoria di Landau dei liquidi normali di Fermi, sviluppato originariamente da
Abrikosov e Khalatnikov [35], e riformulato per la descrizione di sistemi a pitt componenti
da Flowers e Itoh [8]. Nell’ambito di questo approccio teorico, & possibile descrivere il
regime di alta densita e bassa temperatura tipico delle stelle di neutroni.

L’aspetto piu originale e importante del nostro lavoro é I'aver utilizzato un unico
modello dinamico per ottenere ’equazione di stato della materia a temperatuta nulla, che
determina la frazione di protoni ed elettroni presenti a densita barionica fissata, e la proba-
bilita di scattering nucleone-nucleone, che compare nel termine di collisione dell’equazione
di Boltzmann.

L’elemento fondamentale dell’approccio utilizzato é un potenziale effettivo che descrive
le interazioni tra nucleoni nella materia nucleare, ottenuto utilizzando il formalismo delle
funzioni d’onda correlate [9, 10|. Questo potenziale dipende dalla densita, e si riduce a un
potenziale realistico, cio¢ in grado di riprodurre i dati sperimentali disponibili sul sistema

di due nucleoni, nel limite di densita nulla.
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I confronto tra i risultati di [10] e quelli di calcoli precedenti, basati sull’'uso delle
sezioni d’urto nucleone-nucleone nel vuoto, hanno mostrato che le modificazioni dovute
alla presenza del mezzo nucleare hanno un effetto molto rilevante sulla viscosita. Come
gia accennato, lo screening dovuto alle correlazioni tra i nucleoni, e la conseguente diminu-
zione della probabilita di scattering, producono un aumento della viscosita della materia
neutronica pura che arriva fino quasi a un ordine di grandezza per densita pari al doppio
della densita di equilibrio della materia nucleare [10].

Il confronto diretto tra i nostri risultati e quelli di altri calcoli disponibili in letteratura
é reso difficile dal fatto che nessun autore riporta i valori delle percentuali di protoni
utilizzati. Questi valori giocano un ruolo molto importante, in quanto determinano il peso
relativo della viscosita dovuta agli elettroni, che puo diventare importante, e in alcuni casi
additittura dominante. In ogni caso, 'andamento qualitativo dei nostri risultati appare
in ragionevole accordo con quello riportato da Flowers e Itoh [8].

Come anticipato nell’Introduzione, il nostro lavoro si propone come un primo pas-
so verso una descrizione completa e consistente degli effetti di dissipazione energetica
all’interno delle stelle di neutroni.

La scelta di studiare il coefficiente di viscosita ¢ stata motivata dal fatto che esso
gioca un ruolo fondamentale, in quanto pud smorzare le oscillazioni delle stelle associate
all’emissione di onde gravitazionali. Dunque, una conoscenza accurata della viscosita é
necessaria per la comprensione dei processi che provocano l'insorgere dell’instabilita CE'S
nelle stelle di neutroni rotanti.

Gli effetti di dissipazione sull’evoluzione dei modi r é stato studiato considerando
I’energia E della perturbazione, misurata nel sistema di riferimento che ruota con il flu-
ido [41, 42]|. La variazione di questa energia ¢ dovuta all’azione degli effetti dissipativi:

emissione di radiazione gravitazionale e viscosita di superficie!. Il primo effetto tende ad

!Ricordiamo che la viscositd di volume non & stata discussa nella Tesi poiché nel limite di bassa



Conclusioni 69

aumentare ’energia della perturbazione causandone I'instabilita, mentre gli effetti viscosi
contribuiscono a smorzare le oscillazioni, agendo in senso inverso. Per valutare ’azione di

questi due effetti & conveniente definire un tempo dissipativo combinato [40, 41]

1 Lde 1 1 (4.21)
T 2F dt N TGR TV. ’

Per piccole velocita angolari 7gr > 7y, e ne consegue che gli effetti viscosi dominano,
OVVero
1 1

— < —. (4.22)
TGR v

In questo caso I'emissione di onde gravitazionali é totalmente soppressa, e la stella é
stabile. Quando invece la velocita angolare della stella é elevata, il tempo di crescita
della radiazione gravitazionale ¢ molto breve, e il processo di emissione prevale sull’azione

attenuante degli agenti viscosi. La velocita angolare critica 2., definita dalla relazione

=0, (4.23)

segna il confine fra le regioni di stabilita (2 < €2.) e instabilita (@ > Q) della stel-
la. Conoscendo gli effetti dissipativi dovuti alla viscosita si puo ottenere il valore di
., e quindi stabilire se una stella rotante con una certa velocita angolare sia soggetta
all’instabilita CF'S.

Come ultima osservazione notiamo che il formalismo di Landau-Abrikosov-Khalatnikov,
che abbiamo utilizzato, é basato sull’assunzione che la materia nucleare si comporti come
un liquido di Fermi normale. Tuttavia, é noto che a bassa temperatura si manifestano
fasi superfluide e superconduttive. Per esempio, gli autori di [43], i cui risultati sono stati
utilizzati nel classico lavoro di Cutler e Lindblom sulle oscillazioni delle stelle di neutroni
[40], predicono una temperatura critica della transizione superfluida di circa 5x 10K, per

densita poco al di sopra della densita di equilibrio della materia nucleare. Per determinare

temperatura la viscosita di superficie ¢ dominante.
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in modo consistente 'intervallo di applicabilita dei nostri risultati, sara necessario uno
studio quantitativo della possibile transizione di fase, effettuato con la stessa interazione
effettiva utilizzata per il calcolo dell’equazione di stato e della viscosita. Questo studio

rappresenta una delle estensioni di maggiore interesse del lavoro descritto nella Tesi.



Appendice A

Relazioni angolari utilizzate

In questa appendice elenchiamo tutte le formule e le approssimazioni fatte da Flowers
e Itoh[8| per il calcolo della viscosita (4.18).

Nel limite in cui abbiamo lavorato, ovvero quello in cui il momento di Fermi dei
neutroni p, ¢ molto maggiore di quello di protoni p, ed elettroni p., abbiamo particolari
relazioni fra gli angoli che determinano le proprieta di trasporto e gli angoli di scattering

fra le quasiparticelle (0, ¢). Queste relazioni sono:
e per aff = nn,pp, pe, ep, ee
sin(6]/2) = sin(6/2)sin(¢/2) , (A1)

1
cost, = 5[(1 + cosfl) — (1 — cosB)cosq] ;

e per aff = np,ne

sin(@) = esindsin(e/2) (A.2)

n

cost, = cosf+ &sin2(9/2)(1 — cosQ) ;

e per aff = pn, pe
sin(6;/2) = sinfsin(¢/2) , (A.3)

costly = cosl + &sin2(9/2)(1 — coso) .

n



Relazioni angolari utilizzate

Gli integrali che compaiono nella (4.20) sono dati da:

(mg)*(m3)*T* 1 dQ

gﬁ = drd %Waﬂ(ea ¢)Xg/6 ) (A4)
~ (mg)A(mp)*1T? 1 dQ
laﬁ - Arh %Waﬂ(ea (b)Xaﬂ .

Le quantita X5z e X,p sono funzioni angolari che riportiamo qui di seguito:

Xp = XP = X¢ = (1 —3sin*(0/2)sin’¢) /cos(0/2) (A.5)
2 4
Xr = xn =2l [1 —6 (pe> sin20sin2(¢/2) + 6 (p€> sin®fsin®(¢/2)| ,(A.6)
pn n pTL
XD, = X¢, = 2[1 - Gsin®fsin’(¢/2) + Gsin*fsin’ (¢/2)| , (A.7)
XP, = X¢g, = [1— 6sin®(0/2)sin®(¢/2) + Gsin’ (0/2)sin*(¢/2)] , (A.8)
Xon = Xpp = Xee = Xep = Xpe = cos(0/2)71 (A.9)
Xy = Xpe = 2]];6 , (A.10)
Xpp = Xen =2 (A.11)
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Probabilita di1 transizione

Per risolvere la (4.18) ¢ necessario conoscere il valore di W,5(0, ¢) che misura la pro-
babilita di transizione fra la (quasi)particella « e la particella 5. Per ogni processo di
scattering si avra un certo termine di potenziale che descrive la maniera in cui interagis-
cono le particelle fra loro. In questa appendice vogliamo brevemente descrivere come viene
calcolata la probabilita di transizione.

Per prima cosa ribadiamo che per sistemi a due corpi ¢ possibile effettuare un cambio
di variabili in modo da passare al sistema delle coordinate relative. Se abbiamo come

energia totale del sistema

2 2
p=2L P2 (B.1)
2m;  2mj

applicando un semplice cambio di variabili, P = p; + ps = mjvy + mivy e p = (mip; —
mip2)/M, possiamo riscrivere I'energia come
P2 p2
E=—4+=— B.2
2M  2pu (B:2)
dove M = mj 4+ mj ¢ la somma delle masse, mentre pu = mims/(m; + m}) & la mas-
sa ridotta. Piu avanti spiegheremo come viene calcolata la massa effettiva m* di una

particella.
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Se ci mettiamo nel sistema del centro di massa, in cui P = 0 e p = p;, l'energia
diventa

2
E:Erel:p
2

L 5. B.3
. (B.3)

ovvero si ha unicamente l'eneriga relativa. Se invece ci spostiamo nel sistema del labora-

torio, in cui po = 0 e di conseguenza P = p; e p = p1/2, avremo
p?
E=-—=2F,4 ) (B4)
0

ovvero

By = 2B, - (B.5)

Consideriamo a questo punto il sistema di riferimento di Abrikosov-Khalatnikov in cui
viene calcolata la sezione d’urto fra due particelle [28]. In questo sistema di riferimento
viene usata l’approssimazione di degenerazione, le particelle vengono cioé considerate

tutte aventi impulso pari al loro impulso di Fermi:

AK _ _AK
b1 = P3

=pra , Py =pi" =prs, (B.6)

dove gli indici o e 8 indicano la natura delle particelle, che a seconda dei casi possono
essere uguali o diverse. In entrambi i casi, grazie alla conservazione della quantita di moto

nel processo di scattering, si ha che

(p1 +p2)* = (P3 + Pa)’ (B.7)

e ne consegue che 'angolo compreso fra le particelle entranti e quello compreso fra le

particelle uscenti é il medesimo, ovvero
012 = 034 =0 . (BS)

Definiamo anche 'angolo ¢ che misura l'angolo fra il piano in cui sono contenute le

particelle entranti (pi, pz2), e quello in cui sono contenute le particelle uscenti (ps, pa)-
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Quest’angolo é proprio quello che nel sistema del centro di massa viene definito 6.,

ovvero
/

pllp’l

(B.9)

0., = acos

dove p 'abbiamo definito prima e p’ non ¢ altro che p’ = (mips — mips)/M.

Tenendo conto del fatto che I’energia relativa é la medesima in qualunque sistema di
riferimento, I’energia relativa nel sistema di AK sara pari all’energia del centro di massa,
quindi abbiamo che

_ (mzp™ — mipy™)

M

(B.10)

A questo punto calcoliamo la sezione d’urto nel sistema di AK in funzione di E.,, e di 0.,

e, sapendo che sono legati agli angoli 8, ¢ secondo le relazioni

1 P%l p%z
E.,=— . ¥ — . 0 , Oem =0, B.11
M | 2m} M + 2ms My = Pr1 Pracos ¢ ( )

possiamo senza problemi risalire al valore della probabilita di transizione W, in funzione
degli angoli 6, ¢.

La sezione d’urto differenziale viene calcolata secondo la formula

1
do = EW(QW)35(3)(I)1 + p2 — P3 — p4) (B.12)
d’p3 d’py

x(2m)0(Ey + By — B3 — Ey) (2m) 2r)

dove il flusso ® é dato da

p|
o =—. B.13
( )

Ricordando che lo spazio delle fasi é uguale in qualunque sistema di riferimento, passando

al sistema delle coordinate relative, possiamo riscriverlo come

d3p3 d3p4 _ d3P/ d3p/ (B 14)
(2m)3 (2m)3 — (2m)% (2m)3 '
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L’integrazione in d*P’ viene effettuata utilizzando la § sugli impulsi, mentre possiamo
riscrivere d®p’ come

d3p/ = de/|p,|2dp, = de/|p'|,udEp/ s (B15)
dove abbiamo tenuto conto del fatto che E, = |p'|*/2u. L’integrazione in dE, viene
effettuata sfruttando la 9 sulle energie e otteniamo

do 1 1

= —W Pl , B.16
a0, " ipl" @ (510
e ricordando che nel sistema di AK |p| = |p’|, abbiamo
do o\ 2
=|—) W. B.1
de/ (2’7T) ( 7)

Tenendo conto infine delle (B.11) possiamo ottenere la probabilita di transizione in fun-

zione degli angoli 0 e ¢

2
2m do
W=W(@,¢) =|— — Een=f(0),00, = ¢| . B.18
0.0 = () (55) 1Em = 100000 =0 (B.15)
La massa effettiva si ricava dall’energia di singola particella. La relazione fra queste

due grandezze é data da:

Lo w19
Essendo la percentuale di protoni trascurabile possiamo considerare la materia in que-
stione puramente neutronica con I'energia di singola particella data dalla (2.32) calcolata
per i soli neutroni. ’andamento del rapporto fra la massa effettiva e la massa nuda del
neutrone é stata riportata in Fig.4.2. Da questo andamento abbiamo estratto per ogni
valore di densita barionica il valore delle masse effettive di neutrone e protone, sapendo
che per ogni densita p la densita protonica é p, = xp e quella neutronica é p, = (1 — x)p,
con x determinata per ciascuna densita dalla condizione di §-stabilita (4.1).

La massa effettiva dell’elettrone viene considerata uguale al suo impulso sulla superficie

di Fermi, essendo gli elettroni paricelle ultra-relativistiche.
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Calcolo della sezione d’urto NN

Per calcolare la probabilita di transizione fra stati nucleonici é necessario conoscere la,
quantitd |veg(q)|?, dove q ¢ il momento trasferito nel processo.

Dobbiamo quindi calcolare ’elemento di matrice di veg fra stati antisimmetrizzati di
due nucleoni

(r]k, SM, T)y = —= (™" — e " P, ) |[SM,T) , (C.1)

1
V2
dove P, é 'operatore di scambio spin-isospin, dato da

P,.|SMg, TMyp) = (=)5*T|SMg, TMyz) . (C.2)

E’ importante notare che, grazie alla conservazione della carica, gli stati non dipendono
dalla proiezione dell’isospin totale, quindi poniamo M; = 0. Usando l’espansione delle

onde piane in armoniche sferiche, possiamo scrivere

e*r ="\ JAw (2L + V)i jp (k)Y (k - 1) | (C.3)

e inoltre
P 4m *M (T \ VM (3
YO (K-t) = m;YL (k)Y (r) , (C.4)
quindi infine otteniamo
e*TISM) = 37 dmil g (k) Y™ (k)Y ()| SM) (C.5)

Lm
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Utilizzando le funzioni spin-angolo possiamo scrivere

Y/ ®)SM) =Y (LmSM|IM)YY, , Vid; = |LSIMy) . (C.6)
J

Quindi riscriviamo lo stato di due nucleoni (C.1) come

(rlk, SM,T), = j% L;V[ [1— (=) i iy (e )y~ (k) (C.7)
x (L(M;y — M)SM|JM;)|LSJM;)

e possiamo scrivere gli elementi di matrice di veg:

(K, SM'T|veg| K, SMT) = > S [1 — (=) 5[1 — (—)¥ 5+ (C.8)

JMjy LL'

x Y MM RN (MG |L (M — M) S M)
x YMIM ) (LM — M)SM|JM,)

x 8r2itV / & (k') (L'ST M| ver| LS T M) .

Distinguiamo i casi in cui lo stato di due nucleoni é di singoletto, ovvero S = 0, oppure
di tripletto, S = 1. Per analizzare in maniera piti chiara questi casi ¢ conveniente riscrivere
il potenziale efficace nella base spin-isospin come nella (2.10).
Nel caso in cui lo stato sia di singoletto di spin, S = 0,
1
V2

ci interessa solamente la parte del potenziale efficace a simmetria centrale che non dipende

10,0) = —=( THh = 111), (C.9)

dal momento angolare L, ne consegue che necessariamente L = L', quindi abbiamo

(K, 00T |veg| K, 00T) = 3 [1— (=)= TPRYM (k)Y (k) (C.10)
JMyL
x 8 / &rjy (k') jn (er) (LOJT M [0S |LOT M) .

Nel caso in cui lo stato sia di tripletto di spin, S =1,

L1 = 111 (C.11)
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1
1,0) = EU TH+11in)
L,-1) = [l

dobbiamo invece considerare I'intero potenziale, e abbiamo a che fare con due pezzi, uno

a simmetria centrale

(K AM'Tveg| K, IMT) = > [1— (=) ) (C.12)

JM L

x VMM BN (T M| L(M; — M) 1M')
x YMIMOn(My; — MYLM|JM,)

x 8’ / rjp (k') (L1 M B LT My g (kr)
e uno di natura non centrale

(K, IM T | K, AMT) = 7 30 [1 = (=)L — ()Mt (C.13)
JMy LL'
x YMIEMUEN (M| L' (M, — M")1M')
x  YMIMUL(My — M)1M|JM;y)

x 8m%cl,, / & (KDL Mo R | LLT M, Y jr (kr) |
dove I'elemento di matrice ¢f;, ¢ esplicitamente

¢l = (L'1IM;|Syo|L1JM;) = ¢}, . (C.14)
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Calcolo della sezione d’urto NN
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