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Raccolta di esercizi e problemi - Scritto 67 - a.a. 2023-2024

Quesito 1 (fino a 12)

Due fili conduttori rettilinei infiniti e
paralleli sono mostrati in sezione in
figura. | fili sono percorsi da una
densita’ di corrente uniforme nei due
versi opposti per una corrente totale
uguale e opposta.

Si calcoli, in funzione della coordinata i in direzione z, J uniforme -iy -J

X, i modulo (e si stabilisca la direzione

e verso) della forza che agisce su una

carica puntiforme che (per effetto di

forze esterne) si muove sull’asse x con velocita costante vo. In particolare di valuti il campo
magnetico complessivo e la forza sulla carica nei seguenti punti appartenenti all’asse x:

P, di coordinata x = — x, — 2a,

P, di coordinata x = — X,

P; di coordinata x = 0

P, di coordinata x = X,

Ps di coordinata x = x, + 2a

La forza su una carica puntiforme in moto e data dalla forza di Lorentz F = qVv A B. Quindi per

=
rispondere alla domanda posta nel problema F' = gyvyX A B(x)y. Infatti in ogni punto dell’asse x
il campo magnetico, somma dei campi magnetici prodotti da due distribuzioni a simmetria
cilindrica di corrente ciascuno con linee di campo che sono circonferenze coassiali con il cilindro

di corrente, e diretto come y. Consideriamo il campo prodotto dal singolo filo a sinistra in figura

- - A A
percorso dalla corrente complessiva i che e data dai=| J -ds =J J2-dst = Jna?.
T >
Quindi la densita di corrente uniforme J=i/(rt a2). Usando un sistema di coordinate cilindriche che
ha asse coincidente cn I'asse del cilindro e applicando la legge di Ampere a un circuito y circolare
di maggio r nel piano xy con centro sull’asse del cilindro si ha

-

B dl = //loic}/
Y
2 2:7.2
- - ) ared = ugrcila r <a
CJ; B -dl =2nB(r) e Mol = MO. #o
, r Mol r>a
Hori ~
0 ¢ r<a
. D 27a?
quindi B | = )
Ll r>a
2nr -
I campo dovuto al filo a destra, espresso nel sistema di coordinate cilindriche con asse
Mol ~
L ¢ r<a
L y D 27a?
coincidente x=x0, y=0 e’ B, = _
Hot 7
- rza
2rr

Limitandoci ai punti dell’asse x e tornando a esprimere i due contributi al campo nel sistema di
riferimento complessivo in figura si ha
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f [do(x +X0)i ~
. Wy —Xp—a<x<-—Xxyta

B, =3 . . Per il campo prodotto dall’altro filo si ha

poi .
kZJZ'(X-i')CO) y X xO acx x0+a

:
Ho(x = X0)i
.5 Y Xpma<x<xy+a

___Ho s
27(x — xq) Y
"

s
B2=<

x<xy—aex=xyta

Quindi nel punto P, si ha

- Hol Hol . Hol . .
B, = y = y = — ——Y diretto verso il basso e
2n(x + xQ) 2r(—xy—2a +_x0) dra _
— i [ i
B, =— ’u—oj; = — Ho y = Ho y diretto verso I'alto ma di
27 (x — Xxp) 2r(—xy — 2a — xq) Az (xg+ a)

modulo piu’ piccolo rispetto a B |, quindi il campo complessivo

— Mol /1 1 Mol X
By =-tos(Lo Ly __in g
4r"\a xp+a dra(xy + a)
. , = doVoMol Xy L . . .
La forza sulla carica sara’ F'(P;) = — —————Z (perpendicolare al piano della figura, verso
4ra(xy+ a)
entrante). . .
— — l [ —
B(P,) = B,(P,) = — o y= Ho y perche’ B (P,) e’ nullo.
. 2r(x — xp) 4rx
—= doVoHol . : . .
F (P,) = ——Z (perpendicolare al piano della figura, verso uscente).
JT.X.O )
=g ﬂol A Mol A y o o H i
B(P;) =2 y = ——Yy perche’ B (P53) € B,(P5) sono uguali e concordi.
271'X0 ) TXq
qoVoHo!
F(P3) =
TXq

B(Py) = B(Py) = 4”0 y perche’ B ,(P,) € nullo.

TXq
— — /’tOiXO A J i i
B(Ps) = B(P;) = ——— 3); la componente del campo B sull’asse y risulta una funzione
dra(xy + a)

pari si x: B(-x) = B(x). Di conseguenza F(PS) = F(Pl) e F(P4) = F(PZ).
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Quesito 2 (fino a 12)

Si consideri il circuito in figura. Si determini la carica sulle

CdS Ing. Biomedica

armature dei condensatori a regime.

Si stabilisca poi I’'andamento nel tempo della carica sulle
armature di C2 a partire da un istante di tempo t0 in cui il
resistore R3 ed il generatore sono sostituiti da interruttori
aperto. Si consideri il bilancio energetico a partire da t0

nella maglia che contiene il condensatore C2.
Siano R1=1 kQ, R2=500 Q, R3=2 kQ,
C1=100 pF, C2=0.3nF, e=5 V.

A regime il circuito e equivalente a una singola maglia

con le resistenze 3,2 e 1 in serie => ¢’e€’ un’unica

corrente di valore
€

5V

Univ.Salento

-

5 Settembre 2024

N 67)

= 1.43 mA.

BT T R TR+ R, (1000 + 500 + 2000)Q2

La ddp ai capi di C1 e’ AV, = i(R, + R;) = 1.43 1072 x 2.5 10° V = 3.6 V. Quindi la carica
accumulata sulle armatore di C1 sara’

0, = C,AV, = 100 pF x 3.6V = 360 pC.
La ddp ai capidiC2 e’ AV, = iR, = 1.43 1072 x 0.5 10° V = 0.715 V. Quindi la carica
0, = C,AV, = 300 pF x 0.715V = 214 pC.
Quando R3 e il generatore vengono rimossi e sostituiti con interruttori aperti nella maglia chiusa

composta da R2 e C2 non ci sono sorgenti di f.e.m. e il condensatore C2 si scarica sulla
resistenza C2. L'energia inizialmente accumulata nel condensatore €’

_2

U, =
%726,

2142 % 10* x 1072*/(2x 3 x 10719 J = 0.77 x 10-10J

L’andamento nel tempo della corrente nel circuito di scarica sara’ descritta dall’equazione

n G 1
AV, = 20 _ 2 ——J dri(t') = Ryi(t).
G G Gl
Oy _ o 0,, 214 pC
Al tempo t=t0 si ha — = R,i(,) quindi i(f,) = =
C2 R2C2 150 ns

= 1.43 mA. La soluzione dell’eq

sara’ un esponenziale decrescente i(t — t,) = i(ty)e ~"70"2 con 7, = R,C, = 150 x 109 s.

L’energia dissipata su R2 €’
o0

EJ{mlez = J

)

R,C, _

= Ryi*(t,)

)

2(t — l())

e RGO

)

R,G
>

Sostituendo a i(f;) la su espressione in termini di carica iniziale accumulata sulle armature deo

. 2
condensatore i(t;) =

2
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Quesito 3 (fino a 12)

Si calcoli il campo elettrico e/o il potenziale
elettrostatico sui punti dell’asse indicato in
figura assumendo che il piano, con un foro
al centro di raggio a, sia infinitamente esteso
e su di esso sia depositata carica elettrica
con densita superficiale o >0. Si discuta
I’esistenza di punti di equilibrio stabile e
instabile per una carica puntiforme qo
posizionata lungo I'asse.

Il potenziale e il campo elettrico sull’asse possono essere ottenuto come sovrapposizione
—
dei campi (¢, Ep) prodotti da un piano infinito con densita superficiale o e dei campi
—

(@4, E ,) prodotti da un disco di raggio a con densita superficiale di carica -o. Chiamato
asse z I’asse su cui si vogliono determinare i campi si ha che

O A
—Zz z>0
- 2¢ . L . . .
E = Inoltre, fissato arbitrariamente il potenziale nulla a z=0, si ha

! ——2% z<0
26'()

>0 o 67
q)(z>0)—go(z:0)=—J dz72-—Z2—-> @z >0)=——
0 260 260

0 -0 o7
¢(Z<0)—¢(Z=O)=[ dZZ°—Z—>q0(Z<O)=—
z<0 260 260

0|2
Quindi ¢(z) = —
€0

in ogni punto dello spazio.

Il potenziale prodotto da un disco uniformemente carico (con densita di carta superficiale
uniforme e dal valore generico o) sui punti dell’asse dipende solo da z e puo’ essere
considerato come la somma di contributi di anelli infinitesimi di raggio variabiletra O e a, a
cui compete una densita’ di carica lineare A tale che A 2rnir= o 2 r dr, quindi A = o dr.

Il potenziale prodotto dall’anello in un punto generico alla coordinata z si ottiene
integrando i contributo colombiani di archi infinitesimali contenuti la carica A r d¢, quindi

7 dg J2” Ardd k(cdr)r r”d _ 2nkordr

w(z)anello = ‘ - - k = —
o T 0o \rr+2z? r2+2z2 Jo V2 +22
a

. d
»(2), = 2ﬂk0J S 2rko r? + 72

0 /1?2 + z2

0

2rko(Va*+ 2% — IZI):zi(\/a2+Z2— 1z])

€o
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Il campo elettrico dovuto al disco, su cui esista una densita’ di carica uniforme dal valore
generico o, sara per simmetria diretto come z e dipendera’ solo da z (nei punti dell’asse)
quindi possiamo calcolarlo come

= 9 Z . o Z Z .

Ed=—V€0=——Z:—2nka(——z/|z|)z= ( — )z.
0z vVa?+ 72 2e0 Mzl a2+ 2

Al disco occorre attribuire una densita’ superficiale di carica -o, quindi il campo

complessivoe’ E = E (6) + E (—0) =

2
2¢y \/a2? + 72

o
Il potenziale complessivo €’ ¢(z) = — — a’ + 72,
€0

Nel punto O=(0,0,0) una carica e’ soggetta a forza nulla, quindi €’ in equilibrio. Tuttavia si
tratta di un equilibrio instabile. Infatti se q0 €’ positiva, appena essa viene spostata dal
punto O (sia verso z>0 che a z<0) e’ soggetta a una forza repulsiva che la allontana da O.

Se q0 e’ negativa e se viene spostata dalla posizione di eq. esclusivamente in direzione z,
essa €’ attratta dal piano quindi ricondotta verso O. Tuttavia questa situazione si verifica
solo per spostamenti nella direzione z; per qualunque altro spostamento in x,y (ed
eventualmente anche z) si ha uno sbilanciamento delle componenti xy della forza che
allontanerebbe ulteriormente la carica da O. Quindi O €’ un punto di equilibrio instabile
consistentemente con il fatto generale che in elettrostatica non esistono punti di eq.
stabili isolati dalle sorgenti (proprieta delle soluzioni delle funzioni armoniche soluzioni
dell’eq di Laplace a cui soddisfa i; potenziale elettronico in punti in cui la densita’
volumetrica di carica €’ nulla).

Quesito 4 (fino a 12) [discussione qualitativa e/o quantitativa]
Si discuta il moto di una spira quadrata

di lato a, resistenza ohmica R e massa

m, che inizialmente trasla, in assenza di B=0 \ B=B.3
attrito, sul piano xy con velocita’ iniziale - -l
vi nella direzione dell’asse x. A un certo
punto la spira entra in una regione dello t<0 t=0 t>0
spazio (x>0) in cui c’e’ un campo

magnetico uniforme perpendicolare al Vi vi vt
piano del suo moto. Si discuta anche la —_— —_— —_—
situazione dal punto di vista energetico.

Denominiamo xs(t) la coordinata del lato

destro della spira per descriverne il >
moto. X

La spira ha un moto traslatorio rettilineo uniforme fino a quando il suo lato destro parallelo all’asse
y non supera la coordinata x=0.

Per descrivere il moto della spira uso la coordinata x(t) del lato verticale destro della spira.

Infatti, quando la spira €’ parzialmente nella regione a campo magnetico diverso da zero, ossia
quando 0<x(t)<a, il flusso del campo magnetico concatenato con la spira (che indico con y, curva
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chiusa che decido di orientare in senso antiorario) €’ variabile nel tempo e pari a

@(?)y = [ ds - ?(x) dove ?(x) = O perx<0 e ?(x) = B,Z per x>0.

27
La superficie Zy per comodita’ di calcolo e’ scelta come superficie piana, con bordo y, composta
dagli elementini ds = dsZ = dxdy?.

x(1) a
Quindi ®(B), = I ds- B(x) = [ dx[ dyzZ - ByZ=Byax(t).
z, 0 0
Questo flusso variabile nel tempo determinera’ per la legge di Faraday Neumann una f..e.m. e
quindi una corrente indotta
1) e(t) 1 dO(B )y Byav(t)
l = —-— —_ —

R R dt
senso anti-orario) e’ negativa.

La presenza della corrente nella spira, che si trova in una region dello spazio in cui ¢’€ un campo
magnetico determina una forza che si oppone al moto. Con la prima formula di Laplace si ha

. Si osservi che la corrente (definita come circolante in

F =i(t)Q dl A B .|tratti orizzontali della spira contribuiscono all’integrale con componenti
Jy
della forza uguali ed opposti, il lato a sinistra e’ in una regione di campo nullo, quindi

- a

F = 163]0) dIAB = i(t)J dyy A ByZ = i(t)Bya X che si oppone al moto visto che i(t)<0.
Jy 0
Quindi possiamo scrivere I’equazione del moto (per O<x<a) come segue

dv(t)  Bga*v(1)
m =——
dt 0) R 2 2 pt 2.2
" dy Bja Bya
Quindil - =0 [dtz— L
. Vv mR 0 mR
l B%a2
v(t) = vie  mR "
Inoltre,
dv(t Bla*v(t Bia® Bja’®
m ()=_0—(): p=—9 dx, quindiv(t) = v, — 0 x(1).
dt R mR mR

Quindi la velocita’ diminuisce esponenzialmente con il tempo e linearmente con la coordinata x,
2.3

Bga

mR

fino a raggiungere il valore corrispondete a x(t)=a, ossia v, = v; —

Listante di tempo in cui questo accade e’ dato da

Bia® Bgary
v, — =ve mR
mR
_ mR Bga3 mR Vr
Ossia f; = — 1n<1 - > = - 1n(—>.
Bia? mRyv; B3a>  \v;

Da quel punto in poi, il flusso del campo magnetico e’ costante, quindi non c’e’ corrente indotta
nella spira ne’ alcuna forza.
Dal punto di vista energetico I’energia cinetica persa dalla spira
T S| Bia*\2 wvB§a® 1 Bja®
AE, = —m(( —vy) = —my; ——m(vl-— ) = - —
R A R mR R 2 mR?
e’ uguale all’energia dissipata per effetto Joule a seguito del flusso di corrente nella resistenza

della spira. Infatti,
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I I Bzaz Iy Bzazv.z Iy 28%(42
Uspute = J dtRi*(t) = J dtRB2a>V*(1)/R* = = [ dtv3(t) :L[ dte” mR ' =
0 0 0 0
Bia*v? mR \ _285 |7 1 LG
(— >€ mR =—mVl-2(1 — e mR tf) =
R 2B3a? 0o 2
2B3d? 2
1 OB vty 1 V7 1
—mv.2<1—e Ro5gar Y >=—mv.2<l—ezlnvf/vi> =—mv.2< —i):—m<v.2—v2>.
2 2 2 v2/ 2\
2,2
Per completezza risolviamo I’'eq del moto della spira a partire da v(z) = v; — OR x(1).
o mR
Quindi x (1) = Bia? (vl- — v(t)) pert <t.
mR _B(z)azt
E pertanto x(¢) = in(l — e mR ) per t <t.
N | | mR Bja’ \
Si osservi che il calcolo di x(lf), tenuto conto della relazione 7, = — n(l — ) cida
: : B3a? mRyv;

subito x(tf) =a.

Invece pert > tfil moto diventa rettilineo uniforme x(t) = a + vf(t —1).

Quesito 5 (fino a 8 punti)
Si discuta solo uno degli argomenti elencati:

1) Legge di Ohm.

Serie e parallelo di due condensatori.
Potenziale di dipolo elettrico a grandi distanze (derivazione).
Si dimostri la formula di Biot Savard (il campo elettrico dovuto a un filo rettilineo infinito

percorso da corrente i) utilizzando la legge di Ampere.

Gradiente ﬂfc . af . " ﬂi
vf dr Oyy dz
Divergenza 9A, O0A, 0A,
V-A oz dy 0z
aAr 3A.'l A
- —)% +
Gy ~ 3 X
Rotore (BA:F 0A. ¥
VxA oz oz
aA!I aAr P
_ )2
oz dy
Laplaciano = &*f 8*f 9*f
vif oz2  8yr  87?
Lunghezza g N -
infinitesima dl = dex + dyy + dzi
dS = dydzx+
Aree dad=
infinitesime zazy +
dxdyz
Volume
infinitesimo BIS

af . 10f -, Of.
8" p06%" 8:"
1 0(pA,) 104,
p p | p 0
184, 04; .
(; 96 - 92 )P
(6A,,

0A,

0z

1,9(pAs)
p 9p
10, of

pﬁp( 6p)

04, |
—)Z
9¢

1 8%*f
p2 3¢2

O f
022
dl = dpp + pdpp + dz2

dS = pdedzp+
dpdzp+
pdpddz

dv = pdpdidz

%i + %Z_gé N rs:ue%‘i’
iy (g (s ind) — 07
g e~ AN+
o (ra) - 200
%%(TQ%H 52 slinG %(Sineg_g) Tz silnzﬂg

dl = dr# + rd0 + rsin ddp

dS = r?sin 0dOdpt+
rsin Odrdg‘)é +

rdrd0

dv = r? sin 8drdfdd

Operatori differenziali ed elementi di linea, superficie e volume in coordinate cartesiane
(sinistra), cilindriche (centro) e sferiche (destra).
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€0 =8.85 - 10-12C2/Nm? = 8.85 - 10-2F/m

Ho = 41 - 107 H/m,

k=1/(4meo)=9-109Nm2/C2

lel = 1.6-1019C, me=9.1- 103" Kg, mp = 1.67 - 1027 Kg, Mre =4 mp; Na = 6.022 x 102 mol-1
— NG

Formule di Laplace: dB = L)

dV: dF =J ABdV
Az r
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